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✻✳✼ ❲❡❧❧❡✲❚❡✐❧❝❤❡♥✲❉✉❛❧✐s♠✉s ✉♥❞ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✬s❝❤❡ ❯♥s❝❤är❢❡r❡❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✻✳✽ ✭❲❡❧❝❤❡r✲❲❡❣✲❋r❛❣❡ ❛❧s ●❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✼ P❤②s✐❦ ❞❡r ❆t♦♠❤ü❧❧❡ ✹✸

✼✳✶ ❉❡r ❋r❛♥❝❦✲❍❡rt③✲❱❡rs✉❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✼✳✷ ◗✉❛♥t❡♥❤❛❢t❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ✉♥❞ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✲ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✼✳✸ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③ ✉♥❞ P❤♦s♣❤♦r❡s③❡♥③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✼✳✹ ❘❡s♦♥❛♥③❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠✐t ◆❛tr✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✼✳✺ ❇❛❧♠❡r✲❋♦r♠❡❧ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡❞✐✛❡r❡♥③❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❩✉✲

stä♥❞❡♥ ✈♦♥ ❆t♦♠❡♥ ✇❡♥✐❣❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✼✳✻ ❉❡r ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❘ö♥t❣❡♥s♣❡❦tr✉♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✼✳✼ ❉❡r ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ P♦t❡♥t✐❛❧t♦♣❢ ✭◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s✮ ✳ ✳ ✹✻
✼✳✽ ❖r❜✐t❛❧❡ ❜✐s ♥❂✷ ✭❖r❜✐t❛❧❡ ❛❧s ✸❉✲❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❛✉s ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts✈❡r✲

t❡✐❧✉♥❣❡♥✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✼✳✾ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✿ ❍❡✲◆❡✲▲❛s❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✽ P❤②s✐❦ ❞❡s ❆t♦♠❦❡r♥❡s ✹✻

✽✳✶ ❉❛s ❩❡r❢❛❧❧s❣❡s❡t③ ✲ ❆❜❦❧✐♥❣♣r♦③❡ss❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✽✳✷ ❉❛s ●❡✐❣❡r✲▼ü❧❧❡r✲❩ä❤❧r♦❤r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✽✳✸ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ◆❛t✉r ❞❡r ❙tr❛❤❧✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✽✳✹ ❆rt❡♥ ✈♦♥ ❙tr❛❤❧✉♥❣ ✲ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✽✳✺ ❩❡r❢❛❧❧sr❡✐❤❡♥ ✲ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ◆✉❦❧✐❞❦❛rt❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✽✳✻ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✽✳✼ ❉❡r ❍❛❧❜❧❡✐t❡r❞❡t❡❦t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✽✳✽ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✈♦♥ α✲❙♣❡❦tr❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
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✽✳✾ ❉❡r ❚✉♥♥❡❧❡✛❡❦t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✽✳✶✵ ❊✐♥s❛t③ ✈♦♥ ❘❛❞✐♦♥✉❦❧✐❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ▼❡❞✐③✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

❉✐❡s❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ♦r✐❡♥t✐❡rt s✐❝❤ ❛♥ ❞❡♥ ❈✉rr✐❝✉❧✉♠ ❞❡s ▲❛♥❞❡s ◆✐❡❞❡rs❛❝❤s❡♥ ✉♥❞
❡✐♥❡♠ s❡❧❜st❡rst❡❧❧t❡♥ ❊①❡♠♣❧❛r ✉♥s❡r❡r ❋❛❝❤❧❡❤r❡r✐♥✳ ❉✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✐st ✈♦rr❛♥✲
❣✐❣ ❢ür ❞❡♥ ▲❑ ❣❡❞❛❝❤t✱ ❛❜❡r s✐❝❤❡r ❛✉❝❤ ❢ür ❞❡♥ ●❑ ♥üt③❧✐❝❤✳ ■❝❤ ❤❛❜❡ ♠❡❤r❡r❡ ❙❝❤✉❧✲
❜ü❝❤❡r ✭▼❡t③❧❡r✴❉♦r♥✲❇❛❞❡r ✉♥❞ ▼❡♥t♦r✮✱ s♦✇✐❡ ■♥t❡r♥❡t ✉♥❞ ❡✐❣❡♥❡ ❆✉❢③❡✐❝❤♥✉♥❣❡♥
❣❡♥✉t③t ✉♥❞ ❞✐❡ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❉✐♥❣❡ ❤❡r❛✉s❣❡❛r❜❡✐t❡t✳ ■❝❤ ü❜❡r♥❡❤♠❡ ❥❡❞♦❝❤ ❦❡✐♥❡ ●❛r❛♥✲
t✐❡ ❢ür ❱♦❧❧stä♥❞✐❣❦❡✐t✱ ❡✈❡♥t✉❡❧❧ ❤❛❜❡ ✐❝❤ ❞❛s ❡✐♥ ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡ ✈❡r❣❡ss❡♥✳ ■❝❤ ❤♦✛❡✱ ✐❝❤
❦❛♥♥ ❞❡♠ ❡✐♥ ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ♠✐t ❞✐❡s❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ❡✐♥✐❣❡s ❛♥ ❆r❜❡✐t ❡r❧❡✐❝❤t❡r♥ ✉♥❞
❋r❡✉❞❡ ❛♥ ❞❡♠ ❋❛❝❤ ✇❡❝❦❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❙✐♥♥❡✱ ✈✐❡❧ ❊r❢♦❧❣ ✉♥❞ ❙♣❛ÿ ❜❡✐♠ P❤②s✐❦✲❆❜✐t✉r✳

✧❉❛s ❙❝❤ö♥st❡✱ ✇❛s ✇✐r ❡r❧❡❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✐st ❞❛s ●❡❤❡✐♠♥✐s✈♦❧❧❡✳ ❊s ✐st ❞❛s

●r✉♥❞❣❡❢ü❤❧✱ ❞❛s ❛♥ ❞❡r ❲✐❡❣❡ ✈♦♥ ✇❛❤r❡r ❑✉♥st ✉♥❞ ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t st❡❤t✳

❲❡r ❡s ♥✐❝❤t ❦❡♥♥t ✉♥❞ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✇✉♥❞❡r♥✱ ♥✐❝❤t ♠❡❤r st❛✉♥❡♥ ❦❛♥♥✱

❞❡r ✐st s♦③✉s❛❣❡♥ t♦t ✉♥❞ s❡✐♥ ❆✉❣❡ ✐st ❡r❧♦s❝❤❡♥✳✧− ❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥

✧❲❡r ✈♦♥ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥t❤❡♦r✐❡ ♥✐❝❤t s❝❤♦❝❦✐❡rt ✐st✱ ❤❛t s✐❡ ♥✐❝❤t ✈❡rst❛♥❞❡♥✳✧
− ◆✐❡❧s ❇♦❤r

✹



✶ ❊❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞

✶✳✶ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥✿ ▲❛❞✉♥❣❡♥✱ ❙tr♦♠stär❦❡✱ ❙♣❛♥♥✉♥❣✱ ❲✐❞❡rst❛♥❞✱
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡

▲❛❞✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ♥❡❣❛t✐✈ ♦❞❡r ♣♦st✐✈ s❡✐♥✱ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ tr❛❣❡♥ ❞✐❡ ♥❡❣❛t✐✈❡♥✱ Pr♦t♦♥❡♥
❞✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥✳ ●❧❡✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ❤❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ✭♥❡✉tr❛❧✮✳ ▲❛❞✉♥❣❡♥ s✐♥❞
❣❛♥③③ä❤❧✐❣❡ ❱✐❡❧❢❛❝❤❡ ❞❡r ❊❧❡♠❡♥t❛r❧❛❞✉♥❣ ❡ ✭❇❡st✐♠♠✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ▼✐❧✐❦❛♥✲❱❡rs✉❝❤✮✳
❉✐❡ ❙■✲❊✐♥❤❡✐t ✈♦♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ✐st ❞❛s ❈♦✉❧♦♠❜ ✭❈✮✳ ▲❛❞✉♥❣s♥❛❝❤✇❡✐s ❦❛♥♥ ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠
♠✐t ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ♦❞❡r ❡✐♥❡r Pr♦❜❡❧❛❞✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ P❧❛tt❡♥❦♦♥❞❡♥s❛t♦r❡♥ ❞✉r❝❤❣❡✲
❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳

❆❧s ❙tr♦♠stär❦❡ ❞❡✜♥✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❩❡✐t t
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ▲❡✐t❡rq✉❡rs❝❤♥✐tt ✢✐❡ÿ❡♥✿

I =
Q

t

✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❙tr♦♠stär❦❡ ✈♦♥ ✶ ❆♠♣èr❡ ✭❙■✲❊✐♥❤❡✐t ❙tr♦♠stär❦❡✮ tr✐tt ♣r♦ ❙❡❦✉♥❞❡ ❞✐❡
▲❛❞✉♥❣ ✈♦♥ ✶❈ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ▲❡✐t❡rq✉❡rs❝❤♥✐tt✳

❯♥t❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ P♦t❡♥t✐❛❧❞✐✛❡r❡♥③✳ ▼❛♥ st❡❧❧❡ s✐❝❤ ③✇❡✐
P✉♥❦t❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ ✈♦r✳ ❊✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣ ❧✐❡❣t ♥❛❤ ❛♥ ❞❡r ❋❡❧❞♠✐tt❡ ✉♥❞ ✇✐r❞
♥❛❝❤ ❛✉ÿ❡♥ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ P✉♥❦t ❜❡✇❡❣t✳ ❉❛❜❡✐ ♠✉ss ❆r❜❡✐t ✈❡rr✐❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❆r❜❡✐t
❛♥ ▲❛❞✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❛❧s ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❯ ✭❙■✲❊✐♥❤❡✐t ❱♦❧t❂ J

C
✮✳ ❩✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐

P❧❛tt❡♥❦♦♥❞❡♥s❛t♦r❡♥ ✭❤♦♠♦❣❡♥❡s ❋❡❧❞✮ ❞❡s ❆❜st❛♥❞❡s ❞ ❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣✿

U =
W

q
=

q · E · d
q

= E · d

❙♣❛♥♥✉♥❣ tr✐tt ❛✉❢✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥❡r ▲❛❞✉♥❣ q ❜❡✐♠ ❚r❛♥s♣♦rt ❞✉r❝❤ ❋❡❧❞❦rä❢t❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉✲
❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞ ✭③✳❇✳❆✉s❡✐♥❛♥❞❡r③✐❡❤❡♥ ✈♦♥ P❧❛tt❡♥❦♦♥❞❡♥s❛t♦r❡♥✮✳

❇❡✇❡❣✉♥❣ ❢r❡✐❡r ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r ✐♥ ▲❡✐t❡r♥ ❤❛t ③✉r ❋♦❧❣❡✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❣❡❣❡♥ ❆t♦♠❡ st♦ÿ❡♥
✉♥❞ ✐♥ ✐❤r❡♠ ❋❧✉ss ❣❡stört ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡♥ ❊✛❡❦t ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞✦ ❉❛❞✉r❝❤ ✐st
❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❡♥ ❙tr♦♠ ❡✐♥❡r ❙❝❤❛❧t✉♥❣ ③✉ ❜❡❣r❡♥③❡♥✳ ❋ür ❞❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❘ ✭❙■✲❊✐♥❤❡✐t

✶



❖❤♠ Ω✮ ❣✐❧t ♥❛❝❤ ❞❡♠ ♦❤♠✬s❝❤❡♥ ●❡s❡t③✿

R = U
I

❋♦❧❣❧✐❝❤✱ ❥❡ ❣röÿ❡r ❞❡r ❲✐❞❡rst❛♥❞✱ ❞❡s ❦❧❡✐♥❡r ❞❡r ◗✉♦t✐❡♥t ❛✉s ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❞ ❙tr♦♠✲
stär❦❡✳

✶✳✷ ■♥✢✉❡♥③ ✉♥❞ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥

❯♥t❡r ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ■♥✢✉❡♥③ ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣str❡♥♥✉♥❣ ✉♥t❡r ❊✐♥✢✉ss
❡✐♥❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s✳ ◆ä❤❡rt ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ♥❡❣❛t✐✈ ❣❡❧❛❞❡♥ ❙t❛❜ ❡✐♥❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ▲❡✐✲
t❡r ❛♥ ✭❢r❡✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✮ ✇✐r❞ s❡✐♥ ▲❛❞✉♥❣ ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐✈✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❞✉r❝❤
❞❛s ❋❡❧❞ ❞❡s ❙t❛❜❡s ✈❡r❞rä♥❣t ✇❡r❞❡♥✳

❆✉❝❤ ❜❡✐ ♥✐❝❤t ❧❡✐t❡♥❞❡♥ ❑ör♣❡r♥ ✭■s♦❧❛t♦r❡♥✮ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❋❡❧❞ ❡✐♥❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❛✉s✲
❣❡ü❜t✳ ❉✐❡ r❡❧❛t✐✈ ❢❡st❡♥ ▲❛❞✉♥❣❡♥ r✐❝❤t❡♥ s✐❝❤ ❛♥ ✐❤r❡r ❙t❡❧❧❡ ✉♥❞ ❞❡♠ ❊✐♥✢✉ss ❡✐♥❡s
❋❡❧❞❡s ❛✉s ✉♥❞ ❜✐❧❞❡♥ ❉✐♣♦❧❡✳ ❙♦ ❦❛♥♥ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥ ❇❛❧❧♦♥ ❛♥ ❞❡r ❲❛♥❞ ❦❧❡❜❡♥✱ ✇❡♥♥
❡r ✈♦r❤❡r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❚✉❝❤ ❣❡r✐❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✳

✶✳✸ ❊❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞stär❦❡ ❛❧s ❑r❛❢t ❛✉❢ Pr♦❜❡❧❛❞✉♥❣

■♥ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❡❧❡❦tr✐s❝❤ ❣❡❧❛❞❡♥❡r ❑ör♣❡r ❡①✐st✐❡r❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞❡r✳ ❙❝❤✇❛❝❤❡ ▲❛✲
❞✉♥❣❡♥ ✭Pr♦❜❡❧❛❞✉♥❣❡♥✮ ✇❡r❞❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ st❛r❦ ❜❡❡✐♥✢✉sst✳ ❉❛s ❋❡❧❞

✷



ü❜t ❡✐♥❡ ❑r❛❢t ❛✉❢ s✐❡ ❛✉s✳ ❉✐❡s❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♠❡ss❡♥✱ ③✳❇✳ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❑r❛❢t♠❡ss❡r✱ ❞❛s ❞✐❡
❑r❛❢t ❛✉❢ ❞✐❡ Pr♦❜❡❧❛❞✉♥❣ ✐♥ ◆❡✇t♦♥ ♠✐sst✳ ❊s ③❡✐❣t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✿

~E =
~F
q
♠✐t ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t N

C
❢ür ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞stär❦❡✳

✶✳✹ ▼❡ss♠❡t❤♦❞❡♥ ❢ür ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞stär❦❡♥

Pr♦❜❡❧❛❞✉♥❣ ✐♠ ❑♦♥✲
❞❡♥s❛t♦r❢❡❧❞✿

❊♥t❧❛❞❡♥❡s P❧ätt❝❤❡♥ ✇✐r❞
❜✐✜❧❛r ✭❛♥ ③✇❡✐ ♥❛❝❤ ♦❜❡♥
st❛r❦ ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡r❧❛✉❢❡♥✲
❞❡♥✮ ❇ä♥❞❡r♥ ✐♥ ❞❛s ❤♦✲
♠♦❣❡♥❡ ❋❡❧❞ ❡✐♥❡s P❧❛t✲
t❡♥❦♦♥❞❡♥s❛t♦rs ❣❡❤ä♥❣t✳
❊s ❡r❢ä❤rt ❡rst♠❛❧ ❦❡✐✲
♥❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣✳ ❉❡r Pr♦✲

❜❡❧❛❞✉♥❣ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❇❡rü❤r❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❞❡r P❧❛tt❡♥ ❡✐♥❡ ▲❛❞✉♥❣ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❆✉s❧❡♥✲
❦✉♥❣ s ✇✐r❞ ♠✐t ▲✐❝❤t ❛♥ ❞✐❡ ❲❛♥❞ ♣r♦❥❡③✐❡rt✳ ❉✐❡ Pr♦❜❡❧❛❞✉♥❣ q ❡r❢ä❤rt ❡✐♥❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡
❋❡❧❞❦r❛❢t Fel ✉♥❞ ❡✐♥❡ ✈❡rt✐❦❛❧❡ ●❡✇✐❝❤ts❦r❛❢t FG✳ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ♠✐t ❞❡♠ ❑r❛❢t✲
❞r❡✐❡❝❦✿

❋ür ❦❧❡✐♥❡ ❆✉s❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧ α ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ◆ä❤❡r✉♥❣❡♥ ♠❛❝❤❡♥✿ ❉✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡s
❑r❡✐s❜♦❣❡♥s ❜ ✐st ❡t✇❛ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❆✉s❧❡♥❦str❡❝❦❡ s✳ ❉✐❡ ❘ü❝❦st❡❧❧❦r❛❢t FR✱ ❞✐❡ ❡✐❣❡♥t✲
❧✐❝❤ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❛♥ ❞❡♥ ❑r❡✐s❜♦❣❡♥ ❜ ✈❡r❧ä✉❢t✱ ❦❛♥♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❙tr❡❝❦❡
s ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❙✐♥✉s ❞❡s ❆✉s❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧s ✐st ❡t✇❛ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❚❛♥❣❡♥s ❞❡s
❆✉s❧❡♥❦✇✐♥❦❡❧s
■♠ ❤❡❧❧❣rü♥❡♥ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣s✲❉r❡✐❡❝❦ ❣✐❧t ✭s ✐st ❞✐❡ ●❡❣❡♥❦❛t❤❡t❡✱ ❧ ❞✐❡ ❍②♣♦t❤❡♥✉s❡✮✿

sinα =
s

l
≈ b

l
✭✶✮

■♠ ❤❡❧❧❣❡❧❜❡♥ ❑rä❢t❡✲❉r❡✐❡❝❦ ❣✐❧t ✭FR ✐st ❞❡r ●❡❣❡♥❦❛t❤❡t❡✱ Fg ❞✐❡ ❆♥❦❛t❤❡t❡✮✿

tanα =
FR

Fg
✭✷✮

▼✐t ❞❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ ❙✐♥✉s ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s ❂ ❚❛♥❣❡♥s ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s ❢♦❧❣t✿

s

l
= sinα ≈ tanα =

FR

Fg

✸



s

l
=

FR

Fg

FR = FG · s
l
=

m · g · s
l

❉✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❑r❛❢t Fel ✐st ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❘ü❝❦st❡❧❧❦r❛❢t FR✱ ❛❧s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤✿

Fel =
m · g · s

l
⇒ q · E =

m · g · s
l

⇒ E =
m · g · s
q · l

✶✳✺ ❋❧ä❝❤❡♥❧❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞❦♦♥st❛♥t❡

❉✐❡ ❋❧ä❝❤❡♥❧❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✐st ❞❡✜♥✐❡rt ❛❧s✿

σ = Q
A
; [σ] = 1 C

m2 ❏❡ ❣röÿ❡r s✐❡ ✐st✱ ❞❡st♦ stär❦❡r ❞❛s ❋❡❧❞✳

❋❧ä❝❤❡♥❧❛❞✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❋❡❧❞stär❡ s✐♥❞ ❛❧s♦ ❞✐r❡❦t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r σ ≈ E oder σ =
ǫ0 · E.

ǫ0 ✐st ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞❦♦♥st❛♥t❡✱ s✐❡ ❣✐❜t ❞❡♥ ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❊
✉♥❞ σ ✇✐❡❞❡r✳ ■♥ ▲✉❢t ❣✐❧t✿ ǫ0 = 8, 85 · 10−12 C2

Nm2 ✳

✶✳✻ ❈♦✉❧♦♠❜✲❑rä❢t❡

❊s ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑r❛❢t ❘ ❡✐♥❡r ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❑✉❣❡❧ ✉♠❣❡❦❡❤rt ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉♠ ◗✉❛✲
❞r❛t ❞❡s ❆❜st❛♥❞s ✭▼✐tt❡❧♣✉♥❦t❡✮ ❡✐♥❡r Pr♦❜❡❧❛❞✉♥❣ ✐st✿ ❋ ≈ 1

r2
❉✐❡ ❑r❛❢t ❤ä♥❣t ❛✉❝❤

✈♦♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣ ❞❡r ❑✉❣❡❧ ◗ ✉♥❞ ❞❡r Pr♦❜❡❧❛❞✉♥❣ q ❛❜✿
❋ ≈ Qq

r2

❉❛s ❈♦✉❧♦♠❜❣❡s❡t③ ❧ässt s✐❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡r Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡♥ ❦ ❢♦r♠✉❧✐❡r❡♥✿

F = kQq
r2

❇❡✐ ❦ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ 1
fπǫ0

✳

✶✳✼ ❋❡❧❞❢♦r♠❡♥ ✭❤♦♠♦❣❡♥ ✉♥❞ r❛❞✐❛❧✮

❋ür ❞❛s r❛❞✐❛❧❡ ❋❡❧❞ ❣✐❧t ❡✐♥❡ ❦✉❣❡❧❢ör♠✐❣❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✭❆❂ πr2✮✳ ▼✐t ❞❡r ❋❧ä❝❤❡♥❧❛❞✉♥❣s✲
❞✐❝❤t❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤✿ σ = Q

A
⇒ Q = σ ·A = σ · 4πr2 ♦❞❡r σ = Q

4πr2
✳ ❋ür ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞

❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛❧s♦✿

E =
σ

ǫ0
=

Q

4πr2ǫ0

✹



❋ür ❞✐❡ ❑r❛❢t ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ Pr♦❜❡❦ör♣❡r q ❣✐❧t✿

F = q · E =
Qq

4πr2ǫ0

❊✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ ❤❡✐ÿt ❤♦♠♦❣❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞stär❦❡ ~E ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❖rt❡♥
✐♠ ❋❡❧❞ ❣❧❡✐❝❤ ✐st✳◆ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ✐st ❞❛s ❡❧❡❦tr✳ ❋❡❧❞ ❡✐♥❡s P❧❛tt❡♥❦♦♥❞❡♥s❛t♦rs✱ ❞❡ss❡♥
P❧❛tt❡♥♦❜❡r✢ä❝❤❡ ❆ ❣r♦ÿ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ P❧❛tt❡♥❛❜st❛♥❞ ❞ ✐st✱ ❤♦♠♦❣❡♥✳ ▲✐❡❣t ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥
❜❡✐❞❡♥ P❧❛tt❡♥ ❡✐♥❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣✱ s♦ ❣✐❧t✿ ❯❂❊ ·d✳

✶✳✽ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❛❜❧❡♥❦rö❤r❡ ✲ ▲❛❞✉♥❣❡♥ ✐♠ ❡❧❡❦tr✳◗✉❡r❢❡❧❞

❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❍❡✐③s♣❛♥♥✉♥❣ UH ❛✉s❣❡❤❡✐③t ✭❣❧ü❤❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r ❊✛❡❦t✮ ✉♥❞
❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡r ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ss♣❛♥✉♥♥❣ UB ✈♦♥ ❞❡r ❑❛t❤♦❞❡ ③✉r ❆♥♦❞❡ ❜❡✲
s❝❤❧❡✉♥✐❣t✳
❊s ❣✐❧t✿

Wel = Wkin ⇒ e · UA =
1

2
mev

2 ⇒ v =

√

2eUA

me
✭✸✮

❉✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❣❡❧❛♥❣❡♥ ❛❧s♦ ♠✐t ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈❂
√

2eUA

me
③✉r ❆♥♦❞❡ ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥

❞❛♥❛❝❤ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✳
❙✐❡ ❡r❢❛❤r❡♥ ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✐♥ ①✲❘✐❝❤t✉♥❣✿ ①❂✈x · t ❡✐♥❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✲
✇❡❣✉♥❣ ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❡❧❡❦tr✳ ❋❡❧❞❡s

y =
ay

2
· t2 ✭✹✮

✉♥❞ ❡✐♥❡ ❣❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✐♥ ②✲❘✐❝❤t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❱❡r❧❛ss❡♥ ❞❡s ❡❧❡❦tr✳ ❋❡❧❞❡s✳

❋ür ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✐♠ ❋❡❧❞ ❞❡s ❆❜❧❡♥❦♣❛❛r❡s ❣✐❧t✿

ay =
Fel

me
=

e · Ey

me
=

e

me
· Uy

d
✭♠✐t✿ E = Fel

q
=

Uy

d
) ✭✺✮

✺



●❧❡✐❝❤❢ör♠✐❣❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✐♥ ①✲❘✐❝❤t✉♥❣✿

x = vx · t ⇒ t =
x

vx
✭✻✮

✳
❯♠ ●❧✳ ✺ ✉♥❞ ✻ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ♠✉ss t ❡❧✐♠✐♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥✿

❊✐♥s❡t③❡♥ ●❧✳✺ ✐♥ ✹ ✿

y =
ay

2
· t2 ⇒ y =

1

2

e

me
· Uy

d
t2 ✭✼✮

❊✐♥s❡t③❡♥ ●❧✳✻ ✐♥ ✼ ❢ür t✿

y =
ay

2v2x
· x2 = eUy

2med
· 1

v2x
· x2 = eUy

2med
· me

2eUA
· x2 ♠✐t✿ v0 =

√

2eUA

me
❢ür v2x ✭✽✮

✳ ❉✐❡ ❇❛❤♥❦✉r✈❡ ❡✐♥❡s ❊❧❡❦tr♦♥s ❞❛s s❡♥❦r❡❝❤t ③✉ ❞❡♥ ❋❡❧❞❧✐♥✐❡♥ ✐♥ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✳ ❋❡❧❞ ❡✐♥✲
✢✐❡❣t✱ ✐st ❡✐♥ P❛r❛❜❡❧❜♦❣❡♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r ♠✐t ❞❡♠ ✇❛❛❣❡r❡❝❤t❡♥ ❲✉r❢✳ ❉✐❡ ❆❜❧❡♥❦✉♥❣ ② ✐st
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❆❜❧❡♥❦s♣❛♥♥✉♥❣ Uy ✉♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤rt ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣s✲
s♣❛♥♥✉♥❣ ✭❆♥♦❞❡♥s♣❛♥♥✉♥❣✮ UA✳

✶✳✾ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r❦❛♣❛③✐tät ✉♥❞ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r❡♥t❧❛❞✉♥❣

❊✐♥ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ✐st ❡✐♥ ♣❛ss✐✈❡s ❡❧❡tr✐s❝❤❡s ❇❛✉❡❧❡♠❡♥t ♠✐t ❞❡r ❋ä❤✐❣❦❡✐t ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡
▲❛❞✉♥❣ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉ s♣❡✐❝❤❡r♥✳ ❉✐❡ ❑❛♣❛③✐tät ❈ ❡✐♥❡s ▲❡✐t❡r♣❛❛r❡s
✐st ❞❡r ◗✉♦t✐❡♥t ❛✉s ❞❡r ♣♦s✐t✐✈❡♥ ▲❛❞✉♥❣ ◗✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ▲❡✐t❡r ✢✐❡ÿt ✉♥❞ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣
❯ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▲❡✐t❡r♥✿ C = Q

U
✳ ❉✐❡ ❑❛♣❛③✐tät ❡✐♥❡s P❧❛tt❡♥❦♦♥❞❡♥s❛t♦rs ♠✐t ❞❡r P❧❛t✲

t❡♥✢ä❝❤❡ ❆ ✉♥❞ ❞❡♠ P❧❛tt❡♥❛❜st❛♥❞ ❞✱ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡ss❡♥ P❧❛tt❡♥ s✐❝❤ ❡✐♥ ❉✐❡❧❡❦tr✐❦✉♠
♠✐t ❞❡r ❉✐❡❧❡❦tr✐③✐täts❦♦♥st❛♥t❡♥ ǫ0 ❜❡✜♥❞❡t✱ ✐st✿ C = ǫrǫ0

A
d
✳

❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♠ ❋❡❧❞ ❡✐♥❡s ♠✐t ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❯ ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs ❞❡r ❑❛♣❛③✐tät ❈
✐st✿W = 1

2CU2 ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐❝❤t❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ P✉♥❦t ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❡❧❡❦tr✳ ❋❡❧❞ ✐st✿ ρe = 1
2ǫrǫ0E

2✳

✻



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✿ ▲❛❞❡✲ ✉♥❞ ❊♥t❧❛❞❡✈♦r❣❛♥❣ ❡✐♥❡s ❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs ✭❘♦t❂❙♣❛♥♥✉♥❣❀
●rü♥❂❙tr♦♠stär❦❡✮

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶ ✐st ❞❡r ▲❛❞❡✲✉♥❞ ❊♥t❧❛❞❡✈♦r❣❛♥❣ ❡✐♥❡s ❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❡r
❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ✇✐r❞ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❡♥t❧❛❞❡♥✳ ❇❡✐♠ ▲❛❞❡✈♦r❣❛♥❣ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❙♣❛♥✲
♥✉♥❣ ③✉♥ä❝❤st s❝❤♥❡❧❧ ③✉ ✉♥❞ st❡✐❣t ❞❛♥♥ ✐♠♠❡r ❧❛♥❣s❛♠❡r✳ ❉✐❡s ❧✐❡❣t ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ❞❛s
✐♠ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ❡♥st❡❤❡♥❞❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ❞❡♠ ▲❛❞❡✈♦r❣❛♥❣ ❡♥t❣❡❣❡♥ ✇✐r❦t✳ ▼✐t st❡✐✲
❣❡♥❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❞❡s ❑♦♥❞❡♥s❛t♦rs ✇✐r❞ ❛❧s♦ ③✉♥❡❤♠❡♥❞ ♠❡❤r ❊♥❡r❣✐❡ ❢ür ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡
❙♣❛♥♥✉♥❣s❡r❤ö❤✉♥❣ ❜❡♥öt✐❣t✳
◆❛❝❤ ❞❡♠ ▲❛❞❡✈♦r❣❛♥❣ ✐st ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❧s ❋❡❧❞❡♥❡r❣✐❡ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt✳ ❇❡✐♠ ❊♥t❧❛✲
❞❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ✇✐❡❞❡r ❢r❡✐✳
❇❡✐♠ ❊♥t❧❛❞❡✈♦r❣❛♥❣ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ③✉♥ä❝❤st s❝❤♥❡❧❧ ❛❜ ✉♥❞ s✐♥❦t ❞❛♥♥ ✐♠♠❡r
❧❛♥❣s❛♠❡r✳ ❉✐❡s ❧✐❡❣t ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ❞❛s ✐♠ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ❜❡st❡❤❡♥❞❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ❜❡✐♠
❊♥t❧❛❞❡♥ ✐♠♠❡r s❝❤✇ä❝❤❡r ✇✐r❞✳

❲ä❤r❡♥❞ ❞❡s ▲❛❞❡✈♦r❣❛♥❣s ❣✐❧t ❢ür ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❞ ❙tr♦♠stär❦❡✿

Uc(t) = U0 · (1− e
− t

Rc·C )

IC(t) = I0 · e−
t

Rc·C

❲ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❊♥t❧❛❞❡✈♦r❣❛♥❣s ❣✐❧t✿

Uc(t) = U0 · e−
t

Rc·C

IC(t) = −I0 · e−
t

Rc·C

✼



❯♥❞ ❞✐❡ ❍❛❧❜✇❡rts③❡✐t✿

❍❡r❧❡✐t✉♥❣✿
1

2
= e−

tH
RC ⇒ ln 2 =

tH

RC
⇒ tH = RC · ln2

▼❛♥ ❣❡❤t ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ♥❛❝❤ ❞❡r ❍❛❧❜✇❡rts③❡✐t tH ♥✉r ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❍ä❧t❡ ❛♥ ❙tr♦♠stär❦❡
✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✐st✳ ❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✇✐r❞ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❡rt ✉♥❞ ♥❛❝❤ tH ✉♠❣❡st❡❧❧t✳ ❊s ❡r❣✐❜t s✐❝❤
❞❡r ♦❜❡♥st❡❤❡♥❞❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✳

✶✳✶✵ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✿ ❳❡r♦❣r❛♣❤✐❡ ✲ ❑♦♣✐❡rt❡❝❤♥✐❦

❉✐❡ ❤ä✉✜❣st❡ t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦st❛✲
t✐❦ ✐st ❞✐❡ ❳❡r♦❣r❛♣❤✐❡✱ ❞❛s ❋♦t♦❦♦♣✐❡r❡♥✳ ■♠ ❡rst❡♥
❙❝❤r✐tt ✇✐r❞ ❞✐❡ ❍❛❧❜❧❡✐t❡r♦❜❡r✢ä❝❤❡ ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥✲
t❡♥ ❚r♦♠♠❡❧ ♥❡❣❛t✐✈ ❛✉❢❣❡❧❛❞❡♥✳ ❊s ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ♥✐❝❤t
③✉ ❜❡❞r✉❝❦❡♥❞❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▲❛s❡r ✭▲✐❝❤t✮ ❜❡✲
❧❡✉❝❤t❡t✳ ❉❡r ❍❛❧❜❧❡✐t❡r ✇✐r❞ ❧❡✐t❡♥❞✱ ❞✐❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▲❛✲
❞✉♥❣ ✢✐❡ÿt ❛❜ ✭❋♦t♦❡✛❡❦t✱ s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✶✳ ◗✉❛♥✲
t❡♥♣❤②s✐❦✮✳ ◆✉♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❚r♦♠♠❡❧ ♠✐t ♣♦s✐t✐✈ ❣❡✲
❧❛❞❡♥❡♠ ❋❛r❜st❛✉❜ ✭❚♦♥❡r✮ ü❜❡r③♦❣❡♥✱ ❞❡r ❛♥ ❞❡♥
✉♥❜❡❧✐❝❤t❡t❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ ❤❛❢t❡♥ ❜❧❡✐❜t✳ ❏❡t③t ✇✐r❞ ❡✐♥
❇❧❛tt P❛♣✐❡r ü❜❡r ❞✐❡ ❚r♦♠♠❡❧ ❣❡③♦❣❡♥✱ ❛♥ ❞❡r ❞✐❡
❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ❚♦♥❡r♣❛rt✐❦❡❧ ❤ä♥❣❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥✳ ❉❛s P❛♣✐❡r
❞✉r❝❤❧ä✉❢t ❡✐♥❡ ❍❡✐③❦❛♠♠❡r✱ ❞❡r ❚♦♥❡r s❝❤♠✐❧③t ✉♥❞
❜r❡♥♥t s✐❝❤ ✐♥ ❞❛s P❛♣✐❡r ❡✐♥✳

✷ ▼❛❣♥❡t✐s❝❤❡s ❋❡❧❞

✷✳✶ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞stär❦❡ ✭♠❛❣♥✳ ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡✮ ❛❧s ❑r❛❢t ❛✉❢ Pr♦❜❡str♦♠

▼❛❣♥❡t❡ ✈❡r❢ü❣❡♥ ü❜❡r ❡✐♥❡ ◆♦r❞✲✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❙ü❞♣♦❧✳ ■❤r ❲✐r❦✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ✇✐r❞ ❛❧s ♠❛✲
❣♥❡t✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❋❡❧❞❧✐♥✐❡❜✐❧❞ s❦✐③③✐❡rt✳ ❉✉r❝❤ ❆✉sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r
s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ✇❡✐ÿ✬s❝❤❡♥ ❇❡③✐r❦❡ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡r ❙t♦✛ ♠❛❣♥❡t✐s✐❡rt✳ ❙tr♦♠❢ü❤✲
r❡♥❞❡ ❉rä❤t❡ ❡r③❡✉❣❡♥ ❛✉❝❤ ❡✐♥ ✐♥ s✐❝❤ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡s ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞ ✭s✐❡❤❡ ❙♣✉❧❡✮✳

✽



❊✐♥ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞ ❜❡✇✐r❦t ❡✐♥❡ ❑r❛❢t❛✉sü❜✉♥❣ ❛✉❢ ❜❡✇❡❣t❡ ▲❛❞✉♥❣❡♥✳ ❊✐♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✲
str❛❤❧ ✇✐r❞ ③✳❇✳ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ▼❛❣♥❡t❡♥ ❛❜❣❡❧❡♥❦t✳ ❉✐❡s❡ ❑r❛❢t ✇✐r❞ ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t ❣❡♥❛♥♥t
✉♥❞ ✐❤r❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡r ❉r❡✐✲❋✐♥❣❡r✲❘❡❣❡❧ ❞❡r ❧✐♥❦❡♥ ❍❛♥❞ ❜❡st✐♠♠t✳

❘✉❢t ❡✐♥ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ▲❡✐t❡r ❞❡r ▲ä♥❣❡ ❧✱ ❞❡r s❡♥❦r❡❝❤t ③✉ ❞❡♥ ❋❡❧❞❧✐♥✐❡ ❧✐❡❣t
✉♥❞ ✈♦♠ ❙tr♦♠ ■ ❞✉r❝❤✢♦ss❡♥ ✐st✱ ❞✐❡ ❑r❛❢t ❋ ❤❡r✈♦r✱ s♦ ❤❛t ❞❛s ❋❡❧❞ ❞✐❡ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡
❋❡❧❞stär❦❡✿ B = F

Il
❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐t ✈♦♥ ❇ ❧❛✉t❡t ❚❡s❧❛ ✭T = N

Am
= V s

m2 ✮✳

✷✳✷ ❙tr♦♠✇❛❛❣❡
✭▼❡ss✉♥❣
♠❛❣♥✳ ❋❡❧❞stär❦❡♥✮

❉✐❡ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡ ❋❡❧❞stär❦❡ ✭❛✉❝❤
❋❧✉ss❞✐❝❤t❡ ❣❡♥❛♥♥t✮ ❦❛♥♥ ♠✐t
❡✐♥❡r ❙tr♦♠✇❛❛❣❡ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❊✐♥ str♦♠❞✉r❝❤✢♦ss❡♥❡r ❉r❛❤t✲
r❛❤♠❡♥ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❛s ▼❛❣♥❡t❢❡❧✲
❞✐♥♥❡r❡ ❣❡t❛✉❝❤t✲ ❊s ✇✐r❦t ♥✉♥
❡✐♥❡ ❑r❛❢t ❛✉❢ ❞❛s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✈❡r✲
❧❛✉❢❡♥❞❡ ❙tü❝❦ ❉r❛❤t ❞❡r ▲ä♥❣❡
❧✳ ❉✐❡ ❑rä❢t❡ ❛✉❢ ❞✐❡ s❡♥❦r❡❝❤✲
t❡♥ ❚❡✐❧stü❝❦❡ ❤❡❜❡♥ s✐❝❤ ❣❡❣❡♥✲
❡✐♥❛♥❞❡r ❛✉❢✱ s♦❞❛ss ❞✐❡s ③✉ ✈❡r✲
♥❛❝❤❧äss✐❣❡♥ ✐st✳ ❉❡r ❑r❛❢t♠❡ss❡r✱ ❛♥ ❞❡♠ ❞✐❡ ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ❜❡❢❡st✐❣t ✐st✱ ♠✐sst ❞❛♥♥ ❞✐❡
❑r❛❢t ❋✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❞✐❡ ▲♦r❡♥③❦r❛❢t ✐st✳
❲❡♥♥ ♠❛♥ ♥✉♥ ③✇❡✐ ▼❡ssr❡✐❤❡♥ ❛♥❢❡rt✐❣t✱ ✐♥ ❞❡♠ ❡✐♥♠❛❧ ■ ✈❡rä♥❞❡rt ✇✐r❞ ✉♥❞ ❧ ❦♦♥st❛♥t
❜❧❡✐❜t ✉♥❞ ❡✐♥ ❛♥❞❡r♥♠❛❧ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡s ▲❡✐t❡rs ✈❡rä♥❞❡rt✱ s♦ ✇✐r❞ ♠❛♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞❛s
❢ür ❑r❛❢t FL ❢♦❧❣❡♥❞❡s ❣✐❧t✿

FL ≈ l ✉♥❞ FL ≈ I ❢♦❧❣❡rt ♠❛♥✱ ❞❛ss FL ≈ l · I ✐st✳❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ✧Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐✲
täts❦♦♥st❛♥t❡✧ ❇ ❡✐♥❢ü❣t✱ ❣✐❧t✿

FL = B · l · I ⇒ B =
FL

l · I

✷✳✸ ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t

❆✉❢ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♠ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞ ❜❡✇❡❣❡♥✱ ✇✐r❦t ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t✳ ❙✐❡ st❡❤t
s❡♥❦r❡❝❤t ❛✉❢ ❞❡r ✈♦♥ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❋❡❧❞r✐❝❤t✉♥❣ ❛✉❢❣❡s♣❛♥♥t❡♥ ❊❜❡✲
♥❡ ✉♥❞ ✐st ❛♠ ❣röÿt❡♥✱ ✇❡♥♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❋❡❧❞ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡r✐❝❤t❡t s✐♥❞✳
❉✐❡ ❉r❡✐✲❋✐♥❣❡r✲❘❡❣❡❧ ❣✐❜t ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t ❛♥✳
❉✐❡ ❑r❛❢t ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ str♦♠❞✉r❝❤✢♦ss❡♥❡♥ ▲❡✐t❡r ❡r✇❡✐st s✐❝❤ ❞❛♠✐t ❛❧s ❙✉♠♠❡ ❞❡r ▲♦r❡♥t③✲
❑rä❢t❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ✐♠ ▲❡✐t❡r ❜❡✇❡❣t❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✳

✾



▲♦r❡♥t③❦r❛❢t ❛✉❢ ❡✐♥ ❡✐♥③❡❧♥❡s ❊❧❡❦tr♦♥✿ ▼❛♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ❡✐♥ ▲❡✐t❡rstü❝❦ ❞❡r ▲ä♥❣❡ ∆l✱ ✐♥✲
❞❡♠ s✐❝❤ ◆ ❢r❡✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❞❡r ▲❛❞✉♥❣ ❡ ❜❡✜♥❞❡♥✳ ■♠ ▲❡✐t❡rstü❝❦ ✐st ❛❧s♦ ❞✐❡ ❜❡✇❡❣❧✐❝❤❡
▲❛❞✉♥❣ ∆Q = Ne ✈♦r❤❛♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥
❋❡❧❞❡s ❡♥t❣❡❣❡♥ ❞❡r ❋❡❧❞r✐❝❤t✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❉r✐❢t❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✈✳ ❊s ✢✐❡ÿt ❡✐♥ ❙tr♦♠ ❞❡r
❙tär❦❡ ■✳ ❊s ❣✐❧t ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✿

■st ∆t ❞✐❡ ❩❡✐t✱ ✐♥ ❞❡r ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡✱ ✐♥ ❞❡r ▲❡✐t❡r❧ä♥❣❡ ∆l ❜❡✜♥❞❧✐❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ ∆Q = Ne

❞✉r❝❤ ❞❡♥ ▲❡✐t❡rq✉❡rs❝❤♥✐tt ✢✐❡ÿt✱ s♦ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡✿

I = ∆Q
∆t

= Ne
∆t

= Ne
∆l

v ❀♠✐t ∆t = v
∆l
✳

❲✐r❞ ❞✐❡s❡r ❚❡r♠ ✐♥ ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧ F = IlB ❡✐♥❣❡s❡t③t ✭❑r❛❢t ❛✉❢ str♦♠❞✉r❝❤✢♦ss❡♥❡♥
▲❡✐t❡r✮✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤✿

F = Ne
∆l

v∆lB = NevB✳ ❉✐❡s❡ ❋♦r♠❡❧ ❣✐❧t ❥❡❞♦❝❤ ❢ür ❛❧❧❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✳ ❋ür ❡✐♥ ❊❧❡❦tr♦♥
❡r❣✐❜t s✐❝❤✿ FL = evB✱ ❉✐❡ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t❡ ❋♦r♠❡❧ ❣✐❧t ♥✐❝❤t ♥✉r ❢ür ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❢ür
❛❧❧❡ ❚❡✐❧❝❤❡r ❞❡r ▲❛❞✉♥❣ q✱ ❞❛❤❡r ❣✐❧t✿ FL = qvB✳

✷✳✹ ❍❛❧❧❡✛❡❦t✱ ❍❛❧❧s♦♥❞❡

❉✐❡ ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t ✈❡rs❝❤✐❡❜t ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❡✐♥❡s ▲❡✐t❡rs ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❙❡✐t❡✱ ❞❡r ▲❡✐t❡r ✇✐r❞
❛✉❢ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙❡✐t❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ❛✉❢❣❡❧❛❞❡♥ ✭❡❧❡tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞✦✮✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❡♥tst❡❤t
❡✐♥❡ P♦t❡♥t✐❛❧❞✐✛❡r❡♥③ ✭❙♣❛♥♥✉♥❣✮✳ ❉✐❡s❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♠❡ss❡♥✱ s✐❡ ✇✐r❞ ❍❛❧❧✲
s♣❛♥♥✉♥❣ ❣❡♥❛♥♥t ✉♥❞ ❞❛s P❤ä♥♦♠❡♥ ❍❛❧❧❡✛❡❦t✳ ❊✐♥ q✉❛❞❡r❢ör♠✐❣❡s✱ ❞ü♥♥❡s P❧ätt❝❤❡♥
✭▲❡✐t❡rstü❝❦✮ ❞❡r ❉✐❝❦❡ ❞ ✐st ✐♥ ▲ä♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❙tr♦♠ ■ ❞✉r❝❤✢♦ss❡♥✳ ❉✉r❝❤s❡t③t
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❡✐♥ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞ ❇ s❡♥❦r❡❝❤t ❞❛s P❧ätt❝❤❡♥✱ s♦ ✇✐r❞ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❙tr♦♠✲ ✉♥❞ s❡♥❦r❡❝❤t
③✉r ❋❡❧❞r✐❝❤t✉♥❣ ❞✐❡ ❍❛❧❧s♣❛♥♥✉♥❣ UH ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❉❛s ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ❇ ❧ässt s✐❝❤ ♠✐t
❞❡r ❍❛❧❧s♣❛♥♥✉♥❣ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❣❡♥❛✉❡r ♠❡ss❡♥✱ ❛❧s ♠✐t ❙tr♦♠✇❛❛❣❡✳

❍❡r❧❡✐t✉♥❣✿

❉❛s ❋❡❧❞ ❜❛✉t s✐❝❤ ❛✉❢✱ ❜✐s ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞❦r❛❢t ♠✐t ❞❡r ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t ✐♠ ●❧❡✐❝❤✲
❣❡✇✐❝❤t ✐st✿ Fel = FL✳ ■♠ ❡♥st❛♥❞❡♥❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❋❡❧❞ ❣✐❧t✿

E = UH

b
✉♥❞ Fel = eE = eUH

b

❙♦✇✐❡ ✐♠ ❤✐❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞✿

FL = evB

❙❡t③t ♠❛♥ ❜❡✐❞❡ ❑rä❢t❡ ❣❧❡✐❝❤ s♦ ❡r❣✐❜t ❞✐❡s✿ Fel = FL ⇒ eUH

b
= evB ❜③✇✳ ❣❡❦ür③t

❞✐❡ ❍❛❧❧s♣❛♥♥✉♥❣✿

UH = Bvb ✭✾✮

❉✐❡ ❍❛❧❧s♣❛♥♥✉♥❣ ❤ä♥❣t ❛❜❡r ♥♦❝❤ ③✉sät③❧✐❝❤ ✈♦♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❞❡s ❙tr♦♠ ❢ü❤r❡♥❞❡ P❧ätt✲
❝❤❡♥s ❛❜✳ ❋ür ❞✐❡ ❙tär❦❡ ❞❡s ❙tr♦♠❡s ■ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ ❆ ❞❡s P❧ätt❝❤❡♥s
♠✐t ❞❡♠ ❋❧ä❝❤❡♥✐♥❤❛❧t A = bd ❣✐❧t✿

I =
Q

t
✭✶✵✮

✳ ◗ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❩❡✐t t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ ❆ strö♠❡♥❞❡ ▲❛❞✉♥❣✳ ❉✐❡ ▲❛❞✉♥❣ ✇❡r❞❡
✈♦♥ ◆ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❣❡tr❛❣❡♥✿ ◗❂◆❡✳ ▼✐t ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ n = N

V
⇒ N = nV ❡r❣✐❜t

s✐❝❤✿

Q = nV e ✭✶✶✮

✳

❙ä♠t❧✐❝❤❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ ❆ ✐♥ ❞❡r ❩❡✐t t ❣❡strö♠t s✐♥❞✱ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤
✐♠ ❱♦❧✉♠❡♥✿

V = bdl ✭✶✷✮

❊❧❡❦tr♦♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ③✉ ❇❡❣✐♥♥ ✈♦♥ t ❣❡r❛❞❡ ❞✉r❝❤ ❆ ❣❡strö♠t s✐♥❞✱ ❤❛❜❡♥ s✐❝❤ ❛♠ ❊♥❞❡
❞❡s ❩❡✐t✐♥t❡r✈❛❧❧s ✉♠ ❧ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉ ❆ ❜❡✇❡❣t✳ ❋ür ❞✐❡ ❉r✐❢t❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❣✐❧t ❛❧s♦✿
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v =
l

t
✭✶✸✮

✳
❉✉r❝❤ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✶✵✲✶✸ ❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r✿

I = Q
t
= nV e

t
= nbdle

t
= nbdve✳

❆✉✢ös❡♥ ♥❛❝❤ ✈✿

v = I
nbde

✳ ❊✐♥s❡t③❡♥ ✐♥ ●❧✳✾ ❡r❣✐❜t ❞✐❡ ❍❛❧❧s♣❛♥♥✉♥❣

UH =
1

ne
· IB

d

1
ne

❜③✇✳ V
Ne

❤ä♥❣t ♥✉r ✈♦♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛❜ ✉♥❞ ✇✐r❞ ❛❧s ❍❛❧❧❦♦♥st❛♥t❡ RH ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳❊s
❡r❣✐❜t s✐❝❤ s❝❤❧✉ss❡♥❞❧✐❝❤✿

UH = RH · IB
d

●❡rät❡✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❍❛❧❧❡✛❡❦t ♥✉t③❡♥✱ ✉♠ ❇✲❋❡❧❞❡r ③✉ ♠❡ss❡♥ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❍❛❧❧s♦♥❞❡♥✳ ❙✐❡
♠üss❡♥ ❛✉s ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❜❡st❡❤❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❍❛❧❧❦♦♥st❛♥t❡ ❤❛❜❡♥✱ ✉♠ ❞❛s ❇✲❋❡❧❞ ❡❢✲
❢❡❦t✐✈ ③✉ ♠❡ss❡♥ ✭❍❛❧❜❧❡✐t❡r✮✳ ❯♠ ❞✐❡ ❍❛❧❧s♦♥❞❡ ③✉ ❦❛❧❜r✐❡r❡♥ ✭❡✐♥③✉st❡❧❧❡♥✮✱ ♠✉ss s✐❡ ❡rst
❡✐♥♠❛❧ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞ ❣❡❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❉r✐❢t❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r
▲❛❞✉♥❣strä❣❡r ♥✐❝❤t ❜❡❦❛♥♥t ✐st✳ ❲✐❝❤t✐❣ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❍❛❧❧s♦♥❞❡ s❡♥❦r❡❝❤t ✐♠ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞
st❡❤t✱ ❞❛ ❤✐❡r ❞❛s ❇✲❋❡❧❞ ❛♠ stär❦st❡♥ ✐st✳

✷✳✺ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞ ❡✐♥❡r ❧❛♥❣❡♥ ▲✉❢ts♣✉❧❡

▼✐t ❙♣✉❧❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞❡r ❡r③❡✉❣❡♥✳ ■♠ ■♥♥❡r❡♥ ❡✐♥❡r ❧❛♥❣❡♥ ▲✉❢ts♣✉❧❡ ✭❛✉❝❤
s❝❤❧❛♥❦❡ ❙♣✉❧❡✮ ✐st ❞❛s ❋❡❧❞ ❤♦♠♦❣❡♥ ✭■♥ ❡✐♥❡r ❞✐❝❦❡♥ ❙♣✉❧❡ ③✳❇✳ ♥✐❝❤t✦✮✳ ❋ür ❞❡♥ ❇❡tr❛❣
❞❡r ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡ ✐♥ ❡✐♥❡r ❧❛♥❣❡♥ ▲✉❢ts♣✉❧❡ ❣✐❧t✿

~B = nI
l
✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ♥ ❞✐❡ ❲✐♥❞✉♥❣s③❛❤❧ ✉♥❞ ❧ ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❙♣✉❧❡✳ µ0 ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞✐❡

P❡r♠❡❛❜✐❧✐tät ❞❡s ❢r❡✐❡♥ ❘❛✉♠❡s ✭♠❛❣♥✳ ❋❡❧❞❦♦♥st❛♥t❡✮✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ✐♥
❞❡r ❙♣✉❧❡ ä♥❞❡r♥ ❦❛♥♥✳

✷✳✻ ✭▲♦r❡♥t❦r❛❢t ❛✉❢ ❢r❡✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✮

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t ✇❡r❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞

❛✳✮ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉ ❞❡♥ ❋❡❧❞❧✐♥✐❡♥ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥✱ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❑r❡✐s❜❛❤♥ ❣❡❧❡♥❦t ✭s✐❡❤❡ ❡✴♠✲❇❡st✐♠♠✉♥❣✮✳
❜✳✮ s❝❤rä❣ ③✉ ❞❡♥ ❋❡❧❞❧✐♥✐❡♥ ❡✐♥❣❡s❝❤♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❙❝❤r❛✉❜❡♥❜❛❤♥ ❣❡③✇✉♥❣❡♥✿
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▼❛♥ ③❡r❧❡❣t ❞❡♥ ❱❡❦t♦r ~v ✐♥ ③✇❡✐ ❑♦♠♣❡♥❡♥t❡♥✿ ~vs s❡♥❦r❡❝❤t ✉♥❞ ~vp ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉♠ ❇✲❋❡❧❞✳
❋ür ~vs ❣✐❧t ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❩❡♥tr✐♣❡t❛❧❦r❛❢t✿

FL = Fz ⇒ q · vs ·B = m · v
2
s

r
⇒ r =

v2s ·m
q · vs ·B

=
v2 ·m
q ·B

❙♦♠✐t ✐st ❞❡r ❘❛❞✐✉s ❞❡r ❙❝❤r❛✉❜❡♥✲
❜❛❤♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t✳ ❯♠ ❞✐❡ ❯♠❧❛✉❢❞❛✉✲
❡r ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥ ♠✉ss ✐♥ ❞❛s ❲❡❣✲❩❡✐t✲
●❡s❡t③ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✿

s = vst ⇒ t =
s

vs

❉❛❜❡✐ ❡♥ts♣r✐❝❤t s ❞❡♠ ❑r❡✐s✉♠❢❛♥❣
❡✐♥❡r ❙❝❤r❛✉❜❡✱ ❛❧s♦ U = 2πr✱ ❜③✇✳

s = 2πr =
2π · vs ·m

qB

❡✐♥❣❡s❡t③t ✐♥

t =
s

vs

❡r❣✐❜t✱ ✇❡♥♥ vs ❣❡❦ür③t ✇✉r❞❡✿

t =
2π ·m
qB

❢ür ❞✐❡ ❯♠❧❛✉❢③❡✐t t✱ ❜③✇✳ ❚✳
❯♠ ❞✐❡ ●❛♥❣❤ö❤❡ ❤ ✭❆❜st❛♥❞ ❞❡r ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t❡ ❞❡r ❑r❡✐s❜❛❤♥❡♥✮ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ♥✐♠♠t
♠❛♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡ ❱❡❦t♦r❦♦♠♣❡♥t❡ vp ✉♥❞ s❡t③t ✐♥ ❞❛s ❲❡❣✲❩❡✐t✲●❡s❡t③ ❡✐♥ ✭❇❡✇❡❣✉♥❣
♥❛❝❤ r❡❝❤ts✱ s❡♥❦r❡❝❤t✮✿ s = vpt” t ✐st ❜❡❦❛♥♥t✱ ❜❡✐ s ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❤✿

h = vp ·
2π ·m
qB

❆❧t❡r♥❛t✐✈ ❦ö♥♥❡♥ ❢ür vs ✉♥❞ vp ❛✉❝❤ ❞✐❡ tr✐❣♦♥♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠❡♥ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✳
▼❛♥ ❧✐❡st ❛✉s ❞❡♠ ❱❡❦t♦r♣❛r❛❧❧❡❧♦❣r❛♠ ❛❜✿ vp = cosϕ · v ✉♥❞ vs = sinϕ · v ✉♥❞ ❦❛♥♥
❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❡✐♥s❡t③❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ ❜❡❦❛♥♥t ✐st✳

✷✳✼ ❡✴♠✲❇❡st✐♠♠✉♥❣

■♥s ❋❛❞❡♥str❛❤❧r♦❤r ✇❡r❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ s❡♥❦r❡❝❤t ❡✐♥❣❡s❝❤♦ss❡♥✳ ❱❡r❞ü♥♥t❡s ❲❛ss❡rst♦✛✲
❣❛s ❧❡✉❝❤t❡t✱ ❞❛ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❙töÿ❡✱ ❞✐❡ ❆t♦♠❡ ③✉♠ ▲❡✉❝❤t❡♥ ❛♥r❡❣❡♥✳ ❊s ❡♥t✲
st❡❤t ✐♠ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❍❡❧♠❤♦❧t③s♣✉❧❡♥ ✭❤♦♠♦❣❡♥❡s ❇✲❋❡❧❞✮ ❡✐♥❡
❑r❡✐s❜❛❤♥✳ ❲✐r❞ ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ss♣❛♥♥✉♥❣ ✈❡rr✐♥❣❡rt✱ ♦❞❡r ❞❛s ❇✲❋❡❧❞ ✈❡rstär❦t✱
✈❡rr✐♥❣❡rt s✐❝❤ ❞❡r ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ❞❡s ❑r❡✐s❡s✳

✶✸



❉❛ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐♠ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❇✲❋❡❧❞ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ❩❡♥tr✐♣❡t❛❧❦r❛❢t ❡r❢❛❤r❡♥✱
❣✐❧t✿

FL = FZ

evsB =
mv2s
r

⇒ r =
mvs

eB
✭✶✹✮

◆✉♥ ❦ö♥♥❡♥ ✇✐r ❛✉❝❤ s❝❤♦♥ ❡✐♥❡
❆✉ss❛❣❡ ü❜❡r ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ▲❛✲
❞✉♥❣ ❡✐♥❡s ❊❧❡❦tr♦♥s ♠❛❝❤❡♥✿

e

m
=

vs

Br

vs ✐st ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❡s✲
✇❡❣❡♥ ♠✉ss ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❊♥❡r❣✐❡❜❡✲
tr❛❝❤t✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❦❛✲
♥♦♥❡ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✭s✐❡❤❡
❆❜s❝❤♥✳ ✶✳✽✳✮✿

Wel = eU

✉♥❞

Wkin =
1

2
·mv2s

●❧❡✐❝❤❣❡s❡t③t ✉♥❞ ♥❛❝❤ vs ✉♠❣❡st❡❧❧t✿

v2 =
2eU

m
✭✶✺✮

●❧✳✶✹ ✇✐r❞ q✉❛❞r✐❡rt ✉♥❞ v2s ❛✉s ●❧✳✶✹ ❛✉s v2s ❛✉s ●❧✳✶✺ ❡rs❡t③t✳ ❊s ❡r❣✐❜t s✐❝❤✿

e

m
=

2U

B2r2

❋ür ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ▲❛❞✉♥❣ ❞❡s ❊❧❡❦tr♦♥s✳ ❡ ✐st ✉♥s ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡
❞❡s ❊❧❡❦tr♦♥s ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ▼❛♥ ❡r❤ä❧t✿ me = 9, 11−31kg✳

✷✳✽ ▼❛ss❡♥s♣❡❦tr♦s❦♦♣✐❡✱ ❲✐❡♥✜❧t❡r

❊✐♥ ▼❛ss❡♥s♣❡❦tr♦♠❡t❡r ✐st ❡✐♥ ■♥str✉♠❡♥t ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ✈♦♥ ▼❛ss❡♥ ❜❡st✐♠♠t❡r ■♦✲
♥❡♥✳ ❊✐♥❡ Pr♦❜❡ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡♥ ❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ ❩✉st❛♥❞ ü❜❡r❢ü❤rt ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡
❣❛s❢ör♠✐❣❡♥ ❆t♦♠❡ ✐♥ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ✉♥❞ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ ❣❡s❝❤♦ss❡♥✱ ❞❡♠ s♦❣❡♥❛♥♥✲
t❡♥ ❲✐❡♥✲❋✐❧t❡r✳ ❊s ❣❡❧❛♥❣❡♥ ♥✉r ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❲✐❡♥✲❋✐❧t❡r✱ ❢ür ❞✐❡ ❣✐❧t✿ FL = Fel✳

❙♦♠✐t✿ qvB1 = qE✱ ❜③✇✳ ❣❡❦ür③t ✉♥❞ ♥❛❝❤ ✈ ✉♠❣❡st❡❧❧t✿ v = E
B1

✳ ❉✐❡ ▼❛ss❡ ✉♥❞ ❞✐❡
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▲❛❞✉♥❣ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥ ❛❧s♦ ♥✐❝❤t✱ ♦❜ ❞❛s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❞❡♥ ❲✐❡♥✲❋✐❧t❡r ❞✉r❝❤q✉❡r❡♥ ❦❛♥♥✳ ❆♥✲
s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ■♦♥❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❇✲❋❡❧❞ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❑r❡✐s❜❛❤♥ ❣❡❧❡♥❦t ✭▲♦r✲
❡♥t③❦r❛❢t✮✳ ❊s ❣✐❧t✿

FL = FZ

♦❞❡r

qvB2 =
mev

2

r

❊s ❢♦❧❣t ❢ür ❞✐❡ ▼❛ss❡✿

me =
qB2r

v

B2 ✉♥❞ r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♠❡ss❡♥✱ ❞✐❡ ■♦♥❡♥❧❛❞✉♥❣ ✇✐r❞ ❛♥❞❡r✇❡✐t✐❣ ❡r♠✐tt❡❧t ✭▼✐❧❧✐❦❛♥✲❱❡rs✉❝❤✮✳
❏❡ ❣röÿ❡r ❛❧s♦ ❞✐❡ ▼❛ss❡ ❡✐♥❡s ■♦♥s✱ ❞❡st♦ ❣röÿ❡r ❞❡r ❘❛❞✐✉s✱ ❞❡♥ ❡s ③✉rü❝❦❧❡❣t✳ ▼❛♥ ❡r✲
❦❡♥♥t ❡✐♥ ❙♣❡❦tr✉♠ ❞❡r ■♦♥❡♥♠❛ss❡♥✳

✸ ■♥❞✉❦t✐♦♥

✸✳✶ ❊r③❡✉❣✉♥❣ ✈♦♥ ■♥❞✉❦t✐♦♥ss♣❛♥✉♥♥❣❡♥

❊❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✇✐r❞ ✐♥ ❡✐♥❡r ▲❡✐t❡rs❝❤❧❡✐❢❡ ✐♥❞✉③✐❡rt✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r
❋❡❧❞❧✐♥✐❡♥ ✐♥ ✐❤r❡r ❋❧ä❝❤❡ ä♥❞❡rt ✭❋❛r❛❞❛②✮✳ ❯♥t❡r ■♥❞✉❦t✐♦♥ ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ❛❧s♦ ❊r③❡✉✲
❣✉♥❣ ✈♦♥ ❙tr♦♠ ❞✉r❝❤ ▼❛❣♥❡t✐s♠✉s✳

❯♥t❡r ❞❡♠ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❋❧✉ss ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❋❡❧❞❧✐♥✐❡♥✱
❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❋❧ä❝❤❡ ❧❛✉❢❡♥ ✭▼♦❞❡❧❧✈♦rst❡❧❧✉♥❣✮✳ ❊r ✇✐r❞ ♠✐t Φ ❜❡♥❛♥♥t✳ ❊s

✶✺



❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✿ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡
❇✱ ❞✉r❝❤ ❙tr♦♠stär❦❡♥ä♥❞❡✲
r✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❢❡❧❞❡r③❡✉❣❡♥❞❡♥
❙♣✉❧❡

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✿ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡ ❆✱
❞✉r❝❤ ❇❡✇❡❣❡♥ ❞❡s ▲❡✐t❡rs

❣✐❧t ❢ür ❞❡♥ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❋❧✉ss ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ s❡♥❦r❡❝❤t❡ ❋❧ä❝❤❡ ❣✐❧t✿ Φ = B · As ♠✐t ❞❡r
❊✐♥❤❡✐t Tm2 = N

Am
·m2 = Js

C
= V s✳

❲✐r❞ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ ❆ ✐♠ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ ❣❡❞r❡❤t✱♥✐♠♠t ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❋❡❧❞❧✐♥✐❡♥ ❞✉r❝❤
s✐❡ ❛❜✱ ❡s ❣✐❧t✿ As = A cosφ ✭s✐❡❤❡ ❊r③❡✉❣✉♥❣ ✈♦♥ s✐♥✉s❢ör♠✐r❣❡♥ ❲❡❝❤s❡❧s♣❛♥♥✉♥❣❡♥✮✳
❯♠ ❡✐♥❡ ■♥❞✉❦t✐♦♥ss♣❛♥✉♥♥❣ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥ ♠✉ss ❞❡r ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡ ❋❧✉ss Φ ❣❡ä♥❞❡rt ✇❡r✲
❞❡♥✱ ❡♥t✇❡❞❡r ❞✉r❝❤ ➘♥❞❡r♥ ❞❡r ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡ ❇ ♦❞❡r ❞❡r ❢❡❧❞❞✉r❝❤s❡t③t❡♥ ❋❧ä❝❤❡ As✳

■♥ ❆❜❜✳✶ ✇✐r❞ ❇ ✈❡rä♥❞❡rt✳ ❊✐♥❡ ■♥❞✉❦t✐♦♥ss♣✉❧❡ ❧✐❡❣t ✐♥ ❡✐♥❡r ❢❡❧❞❡r③❡✉❣❡♥❞❡♥ ❙♣✉✲
❧❡✳ ➘♥❞❡rt ♠❛♥ ❞❛s ❋❡❧❞ ❞❡r ❊r③❡✉❣❡rs♣✉❧❡ ❞✉r❝❤ ➘♥❞❡r♥ ❞❡r ❊rr❡❣❡rstr♦♠stär❦❡✱ ✇✐r❞
❡✐♥❡ ■♥❞✉❦t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ■♥❞✉❦t✐♦♥ss♣✉❧❡ ❡r③❡✉❣t✳ ❏❡ s❝❤♥❡❧❧❡r ❇ ✈❡rä♥❞❡rt ✇✐r❞✱
❞❡st♦ ❣röÿ❡r ❞✐❡ ■♥❞✉❦t✐♦♥ss♣❛♥✉♥♥❣✳ ▼❛♥ ❡r❤ä❧t ❢♦❧❣❧✐❝❤ ✉♥t❡r ❊✐♥❜❡③✉❣ ❞❡r ❩❡✐t t ✉♥❞
❞❡r ❲✐♥❞✉♥❣s③❛❤❧ ♥✿

Uind,1 = n
∆Φ

∆t
= n

As∆B

∆t
✭n ✉♥❞ As ❦♦♥st❛♥t✮

■♥ ❆❜❜✳✷ ✇✐r❞ As ✈❡rä♥❞❡rt✳ ❊✐♥❡ ▲❡✐t❡rs❝❤❧❡✐❢❡ ✇✐r❞ ✐♥ ❡✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡s ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞ s❡♥❦✲
r❡❝❤t ③✉ ❞❡♥ ❋❡❧❞❧✐♥✐❡♥ ❡✐♥❣❡s❝❤♦❜❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✈❡r❣röÿ❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❋❡❧❞❧✐♥✐❡♥
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡✳ ❲✐❡ ♦❜❡♥ ✇✐r❞ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ■♥❞✉❦t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ❡r③❡✉❣t✱ ❞❛ ❞❡r
♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡ ❋❧✉ss ❣❡ä♥❞❡rt ✇✐r❞✳ ❊❜❡♥s♦ ❣✐❧t✱ ❥❡ s❝❤♥❡❧❧❡r ❞❡r ❣❛♥③❡ ❱♦r❣❛♥❣ ❛❜❧ä✉❢t✱
✉♠s♦ stär❦❡r ❛✉❝❤ ❞✐❡ ✐♥❞✉③✐❡rt❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣✳ ❲✐❝❤t✐❣ ✐st✱ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡s ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥
❋❧✉ss❡s ✉♥❞ ❞❡r ❩❡✐t ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳ ❊s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❧✐❝❤✿

✶✻



Uind,2 = n
∆Φ

∆t
= n

B∆As

∆t
✭n ✉♥❞ B ❦♦♥st❛♥t✮

❋ür ❞✐❡ P♦❧✉♥❣ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐st ❞❛s ❱♦r③❡✐❝❤❡♥ ❞❡s ❩ä❤❧❡rs ✇✐❝❤t✐❣✳

❆✉❝❤ ▲♦r❡♥③❦r❛❢t ❡r③❡✉❣t ■♥❞✉❦t✐♦♥✳ ❲✐r❞ ❞✐❡ ✈♦♠ ❦♦♥st❛♥t❡♥✱ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞
❞✉r❝❤s❡t③t❡ ❋❧ä❝❤❡ ♠✐t ❞❡r ▲❡✐t❡rs❝❤❧❡✐❢❡ ✭♥❂✶✮ ✈❡rä♥❞❡rt✱ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐♥❞✉③✐❡rt✿

Uind = B·∆As

∆t
✳ ❊s ❣✐❧t✿ ∆As

∆t
= d·∆s

∆t
= d · vs✳

❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ✐♥❞✉③✐❡rt❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣✿

Uind = Bdvs ❉✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐♠ ❙t❛❜ ❡r❢❛❤r❡♥ ❞✐❡ ▲♦r❡♥③❦r❛❢t✱ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙❝❤✐❡♥❡♥
❧❛❞❡♥ s✐❝❤ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ❛✉❢ ✭▲❛❞✉♥❣s✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞✉r❝❤ ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t✮✱ ❡s ❡♥st❡❤t ❡✐♥
❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞✳ ❊s st❡❧❧t s✐❝❤ ❡✐♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ③✇✐s❝❤❡♥ ▲♦r❡♥t③❦r❛❢t ✉♥❞ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡r
❑r❛❢t ❡✐♥✿ Fel = FL ✱ ❞❛s ❤❡✐ÿt Bevs = eE ❀ ✧e✧ ❦ür③t s✐❝❤ ✇❡❣ ✭Bvs = E✮✳ ❉❛ ❇
❤♦♠♦❣❡♥ ✐st✱ ✉♥❞ ✐♠ ❙t❛❜ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❤❡rrs❝❤t✱ ✐st ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❊ ❤♦♠♦❣❡♥✱ ❛❧s♦✿ E = U

d
✳

❊s ❣✐❧t ❛❧s♦✿

Uind = Ed ✉♥❞ ♠✐t Bvs = E ❢♦❧❣t✿

Uind = Bdvs ❢ür ❞✐❡ ■♥❞✉❦t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❙❝❤✐❡♥❡♥✳

✸✳✷ ■♥❞✉❦t✐♦♥s❣❡s❡t③ ✉♥❞ ▲❡♥③✬s❝❤❡ ❘❡❣❡❧

❲❡♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙♣❡③✐❛❧❢ä❧❧❡ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛sst✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛s ■♥❞✉❦t✐♦♥s❣❡s❡t③ ❢♦r✲
♠✉❧✐❡r❡♥✳ ❚r❡t❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❱♦r❣ä♥❣❡ ✐♠ s❡❧❜❡♥ ❑r❡✐s ③✉s❛♠♠❡♥✱ s♦ ✐st
❞✐❡ ■♥❞✉❦t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡✿

✶✼



Uind(t) = Uind,1(t) + Uind,2(t) = n∆B
∆t

As + nB∆As

∆t
✳

❑✉r③✿

Uind = n
∆Φ

∆t

❏❡❞♦❝❤ ♠✉ss ♥♦❝❤ ❜❡❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ■♥❞✉❦t✐♦♥s❣❡s❡t③ ❡✐♥ ▼✐♥✉s③❡✐❝❤❡♥ ❡r❤ä❧t✳
◆❛❝❤ ❞❡♠ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ▲❡♥③✬s❝❤❡♥ ●❡s❡t③ ✐st ❡✐♥❡ ■♥❞✉❦t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣ s♦ ❣❡♣♦❧t✱ ❞❛ss s✐❡
✐❤r❡r ❯rs❛❝❤❡ ✐♠♠❡r ❡♥t❣❡❣❡♥✇✐r❦t ✭●❡❣❡♥✇✐r❦✉♥❣ ③✉♠ ❆✉❢✲✴❆❜❜❛✉ ❞❡s ♠❛❣♥✳ ❋❧✉ss❡s✮✳
❲är❡ ❞✐❡s ♥✐❝❤t ❞❡r ❋❛❧❧✱ s♦ ❧✐❡ÿ❡ s✐❝❤ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧ ❊♥❡r❣✐❡ ♠✐t ■♥❞✉❦t✐♦♥ ❣❡✇✐♥♥❡♥✱
❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ✇är❡ ✈❡r❧❡t③t✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞❡r ❚❤♦♠s♦♥✬s❝❤❡ ❘✐♥❣✲
✈❡rs✉❝❤ ③❡✐❣❡♥ ❥❡❞♦❝❤✱ ❞❛ss ❞❡♠ ♥✐❝❤t s♦ ✐st✳

❉❛❤❡r ❢♦r♠✉❧✐❡rt ♠❛♥✿

Uind = −n
∆Φ

∆t

✸✳✸ ❙❡❧❜st✐♥❞✉❦t✐♦♥

■♠ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❱❡rs✉❝❤ ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❊✐♥s❝❤❛❧t❡♥ ❞❛ss ▲ä♠♣❝❤❡♥ L2 ❡rst
♠✐t ③❡✐t❧✐❝❤❡r ❱❡r③ö❣❡r✉♥❣ ❛✉✢❡✉❝❤t❡t✳ ❉❡r ●r✉♥❞ ❞❛❢ür ✐st ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❙❡❧❜st✐♥❞✉❦✲
t✐♦♥✳ ❉❛ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❙♣✉❧❡ ❡✐♥ ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞ ❛✉❢❜❛✉t✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❋❧✉ss❞✐❝❤t❡ Φ ❛♥st❡✐❣t✱ ✇✐r❞
❡✐♥❡ ■♥❞✉❦t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ❡r③❡✉❣t✳ ❙✐❡ ✇✐r❦t ♥❛❝❤ ▲❡♥③ ✐❤r❡r ❯rs❛❝❤❡ ❡♥t❣❡❣❡♥✱ stört ❛❧s♦
✇✐❡ ❡✐♥❡ ❆rt ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❞❡♥ ❙tr♦♠❦r❡✐s✱ ❜✐s s✐❝❤ ❞❛s ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞ ❞❡r ❙♣✉❧❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣
❛✉❢❣❡❜❛✉t ❤❛t ✭❉✐❡ ▲❛♠♣❡ ❧❡✉❝❤t❡t ❡rst ♠✐t ③❡✐t❧✐❝❤❡r ❱❡r③ö❣❡r✉♥❣✮✳ ❯♠❣❡❦❡❤rt❡s ❣❡✲
s❝❤✐❡❤t✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❞❛s ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞ ❞❡r ❙♣✉❧❡ ❛❜❜❛✉t✳ ❉✐❡ ▲❛♠♣❡ ❧❡✉❝❤t❡t ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❩❡✐t
❧❛♥❣ ✇❡✐t❡r✳ ❍✐❡r ❞✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❙❡❧❜st✐♥❞✉❦t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ❧❛♥❣❡ ▲✉❢ts♣✉❧❡✿

❉❡r ❙tr♦♠ ❞❡r ❙tär❦❡ ■ ❡r③❡✉❣t ✐♥ ❞❡r ❧❛♥❣❡♥ ❙♣✉❧❡ ❞❛s ▼❛❣♥❡t❢❡❧❞ B = µ0µr
NI
l

❋ür

✶✽



❞❡♥ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❋❧✉ss Φ = BA ❣✐❧t ❢♦❧❣❧✐❝❤✿

Φ = µ0µr
NAI

l

❇❡✐♠ ❊✐♥s❝❤❛❧t❡♥ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ♥✉r ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡✿ ∆I
∆t

= İ(t) ✱ ❛❧s♦ ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❙❡❧❜st✲
✐♥❞✉❦t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣✿

Uind(t) = −N
∆Φ

∆t
= −(µ0µr

N2A

l
) · İ(t)

❯♥t❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ❞❡r ❙♣✉❧❡♥❞❛t❡♥ ③✉r ■♥❞✉❦t✐✈✐tät L = µ0µr
N2A
l

❣✐❧t✿

Uind = −Lİ(t)

❉✐❡ ■♥❞✉❦t✐✈✐tät ▲✭Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥st❛♥t❡✮ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ❊✐♥❤❡✐t ❍❡♥r② ✭❍✮ ❛♥❣❡❜❡♥✿
1H = 1V s

A
✳

▼✐t ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❥❡ ❣röÿ❡r ❞✐❡ ■♥❞✉❦t✐✈✐tät ❞❡r ❙♣✉❧❡ ✐st✱ ❞✐❡ ■♥❞✉❦✲
t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣ st❡✐❣t ✉♥❞ s♦♠✐t ❞❡♥ ❆♥st✐❡❣✴❞✐❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡s ❙tr♦♠❡s ✈❡r③ö❣❡rt✳ ❩✉r
▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ❙❡❧❜st✐♥❞✉❦t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡ ❙♣✉❧❡♥ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❊✐s❡♥❦❡r♥
✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ❊✐♥❡ ❙♣✉❧❡ ✐st ❛♥ ❡✐♥❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣sq✉❡❧❧❡ ❛♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✭Pr✐♠ärs♣✉❧❡✮✱ ❞✐❡ ❞❛s
▼❛❣♥❡t❢❡❧❞ ❞❡r ❙♣✉❧❡ ✶ ❛✉❢❜❛✉t✳ ❉✐❡ ❛♥❞❡r❡ ❙♣✉❧❡ ✭❙❡❦✉♥❞ärs♣✉❧❡✮ ✐st ❧❡❞❡❣❧✐❝❤ ♠✐t ❡✐✲
♥❡♠ ❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❡ss❣❡rät ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ❉❛ ❜❡✐❞❡ ❙♣✉❧❡♥ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✱ ✇❡r❞❡♥ s✐❡ ✈♦♠ s❡❧❜❡♥
❋❧✉ss Φ ❞✉r❝❤s❡t③t✳ ❉❡ss❡♥ ➘♥❞❡r✉♥❣sr❛t❡ ✐♥❞✉③✐❡rt ✐♥ ✐❤♥❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣✱ ❞✐❡
♠❛♥ ♠✐t ❞❡r ▼❡sss♣✉❧❡ ✉♥❣❡stört ❛❜♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥ ✭s✐❡❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t♦r✦✮✳

✸✳✹ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✿ ❊r③❡✉❣✉♥❣ s✐♥✉s❢ör♠✐❣❡r ❲❡❝❤s❡❧s♣❛♥♥✉♥❣❡♥

❲✐r ❤❛❜❡♥ ❣❡s❡❤❡♥✱ ❞❛ss
s✐❝❤ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ➘♥❞❡r✉♥❣
❡✐♥❡r ❋❧ä❝❤❡ ❆ ❡✐♥❡ ■♥✲
❞✉❦t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ❡r③❡✉✲
❣❡♥ ❧ässt✳ ❉✉r❝❤ ❉r❡✲
❤✉♥❣ ❡✐♥❡s ▲❡✐t❡rstü❝❦❡s
✐♥ ❡✐♥❡♠ ❇✲❋❡❧❞ ❦♦♠♠t
❡s ③✉ ❡✐♥❡r ➘♥❞❡r✉♥❣
❞❡r ❋❧ä❝❤❡ ❆✳ ❉❛❞✉r❝❤
✇✐r❞ ❡✐♥❡ ■♥❞✉❦t✐♦♥ss✲
♣❛♥♥✉♥❣ ❡r③❡✉❣t✳ ❊s ❢♦❧❣t ❢ür ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✿

cosα =
S2

S1
⇒ S2 = S1 · cosα

✶✾



❇❡✐ s❡♥❦r❡❝❤t❡r ▲❛❣❡✿
A1 = s · l

❇❡✐ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ▲❛❣❡✿
A2 = s · cosα · l

A(t) = s · cos (α) · l = s · cos (ωt) · l

Uind = −N · ∆Φ

∆t
= −N · ∆(AB)

∆t

= −N ·B · ∆A

∆t
= −N ·B · dA

dt

= −N ·B · d

dt
(s · l · cos (ωt))

= −N ·B · d

dt
(A · cos (ωt))

= N ·B ·A · sin (ωt) ✭❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡r ❑❡tt❡♥r❡❣❡❧✮

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✿ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡s ♠✐t ■♥❞✉❦t✐♦♥ ❡r③❡✉❣t❡♥ s✐♥✉s❢ör♠✐❣❡♥ ❲❡❝❤s❡❧tr♦♠s

✸✳✺ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✿ ❊✐♥s❝❤❛❧t✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙♣✉❧❡♥ ❜❡✐♠ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t♦r

❚r❛♥s❢♦r♠❛t♦r❡♥ ✈❡rä♥❞❡r♥ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✈♦♥ ❲❡❝❤s❡❧str♦♠ ♠✐t❤✐❧❢❡ ✈♦♥ ❙❡❧❜st✐♥❞✉❦✲
t✐♦♥✳ ❉✐❡ Pr✐♠ärs♣✉❧❡ ❡r③❡✉❣t ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡✐♥ ❞✉r❝❤ ❲❡❝❤s❡❧s♣❛♥♥✉♥❣ s✐❝❤ ä♥❞❡r♥❞❡s
▼❛❣♥❡t❢❡❧❞✳ ❉❡r ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡ ❋❧✉ss ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❢♦❧❣❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ❙❡❦✉♥❞ärs♣✉❧❡ ❣r❡✐❢t ❞✐❡s❡
❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❋❧✉ss❡s ❛❜ ✉♥❞ ✐♥❞✉③✐❡rt ✐❤r❡rs❡✐ts ❡✐♥❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣✳ ❙✐♥❞ ❜❡✐❞❡ ❙♣✉❧❡♥
❣❧❡✐❝❤❡r ❇❛✉❛rt✱ s♦ ✐st ❡s ♠ö❣❧✐❝❤ ✇✐❡ ✐♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❞✐❡ ❙❡❧❜st✐♥✲
❞✉❦t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ❡✐♥❡r ❙♣✉❧❡ ③✉ ♠❡ss❡♥✳ ❲✐r❞ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ❇❛✉❛rt✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ ■♥❞✉❦t✐✈✐tät
❞❡r ❙❡❦✉♥❞ärs♣✉❧❡ ✈❡rä♥❞❡rt✱ s♦ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❛✉❝❤ ♥❛❝❤ ❞❡r ❋♦r♠❡❧ ③✉r ❙❡❧❜st✐♥❞✉❦t✐♦♥ ❞✐❡
❙♣❛♥♥✉♥❣✳ ▼❛♥ ✧tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt✧❲❡❝❤s❡❧s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❛❧s♦✱ ③✳❇✳ ✉♠ s✐❡ ✈❡r❧✉st❢r❡✐❡r ü❜❡r
❧❛♥❣❡ ❙tr❡❝❦❡♥ ③✉ tr❛♥s♣♦rt✐❡r❡♥ ✭❍♦❝❤s♣❛♥♥✉♥❣✮ ♦❞❡r ❢ür ❞❡♥ ❍❛✉s❣❡❜r❛✉❝❤ ♥✉t③❜❛r ③✉
♠❛❝❤❡♥ ✭◆✐❡❞❡rs♣❛♥♥✉♥❣✮✳

✷✵



✸✳✻ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✿ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ❡✐♥❡s ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ▼✐❦r♦❢♦♥s

■♠ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ▼✐❦r♦❢♦♥ ✐st ❡✐♥❡ ❙♣✉❧❡ ❢❡st ♠✐t ❞❡r ▼❡♠❜r❛♠ ✈❡r❜✉♥❞❡♥✳ ❙✐❡ ❜❡✇❡❣t
s✐❝❤ ✐♠ ❋❡❧❞ ❡✐♥❡s P❡r♠❛♥❡♥t♠❛❣♥❡t❡♥✱ s♦❞❛ss ❡✐♥❡ ❲❡❝❤s❡❧s♣❛♥♥✉♥❣ ✐♠ ❘❤②t❤♠✉s ❞❡r
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ❡♥tst❡❤t✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ ❣r♦ÿ❡ ▼❛ss❡ ✈♦♥ ▼❡♠❜r❛♥
✉♥❞ ❙♣✉❧❡ ❦❛♥♥ ❞❛s ❙②st❡♠ ❞❡♠ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s✈❡r❧❛✉❢ ❞❡s ❙❝❤❛❧❧s ♥✉r ❜❡❣r❡♥③t ❢♦❧❣❡♥✳

✷✶



✸✳✼ ✭Ü❜❡r❣❛♥❣st❤❡♠❛✿ ❉❡r ✶✲❍③✲❙❝❤✇✐♥❣❦r❡✐s✮

❊✐♥❡ ❙♣✉❧❡ ✉♥❞ ❡✐♥ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r✱ ❞✐❡ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡r ●r❛✜❦ ❞❛r❣❡st❡❧❧t s✐♥❞✱ ❜✐❧❞❡♥ ❡✐♥❡♥ ❡❧❡❦✲
tr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣❦r❡✐s✳ ❊s ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥
❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ✐♠ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ✉♥❞ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥
❋❡❧❞❡s ❞❡r ❙♣✉❧❡✳ ❲❡♥♥ s✐❝❤ ❞❡r ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ❡♥t❧ä❞t✱ ♠❛❝❤❡♥ s✐❝❤ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r ③✉♠
✉♥t❡r❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ❙♣✉❧❡ ❛✉❢ ✉♥❞ ❜❛✉❡♥ ❡✐♥ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ ❛✉❢ ✭t❂✶✴✹❚✮✳ ❉❛❜❡✐ ❡♥t✲
st❡❤t ❡✐♥❡ ■♥❞✉❦t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣✱ ❞✐❡ ✐❤r❡r ❯rs❛❝❤❡ ❡♥t❣❡❣❡♥✇✐r❦t✳ ❉✐❡ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r ❜❡✲
✇❡❣❡♥ s✐❝❤ ③✉rü❝❦ ✉♥❞ ❧❛❞❡♥ ❞❡♥ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ❡r♥❡✉t ❛✉❢✱ ♥✉r ✐♥ ✉♠❣❡❦❡❤rt❡r ❘✐❝❤t✉♥❣
✭t❂✶✴✷❚✮✳ ❲❡♥♥ ❞❡r ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r s✐❝❤ ❡♥t❧ä❞t✱ ✇✐r❞ ✇✐❡❞❡r✉♠ ✐♥ ❞❡r ❙♣✉❧❡ ❡✐♥ ▼❛❣♥❡t✲
❢❡❧❞ ❛✉❢❣❡❜❛✉t✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❣❡❣❡♥❣❡♣♦❧t❡ ■♥❞✉❦t✐♦♥ss♣❛♥♥✉♥❣ ❡r③❡✉❣t ✭t❂✸✴✹❚✮✳ ❉✐❡s❡ ❧ä❞t
❞❡♥ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ❡r♥❡✉t ❛✉❢ ✭t❂❚✮✳

❋ür ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛♠ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r ❣✐❧t✿ Ueff = 1
ωC

Ieff

❋ür ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛♥ ❞❡r ❙♣✉❧❡ ❣✐❧t✿ Ueff = ωL · Ieff

❙❡t③t ♠❛♥ ❣❧❡✐❝❤✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤✿

ωL = 1
ωC

⇒ ω2 = 1
LC

⇒ ω = 1√
LC

⇒ f = 1
2π

√
LC

❊s ❜❡st❡❤t ❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✿ T = 1
f

s♦♠✐t✿ T = 2π
√
LC ✭❚❤♦♠s♦♥s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣✮

✷✷



✹ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❲❡❧❧❡♥

✹✳✶ ❋❡❞❡r✲❙❝❤✇❡r❡✲P❡♥❞❡❧ ✭❧✐♥❡❛r❡s ❑r❛❢t❣❡s❡t③✮

❇❡✐♠ ❋❡❞❡r♣❡♥❞❡❧ ✐st ❞✐❡ ❘ü❝❦st❡❧❧❦r❛❢t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❊❧♦♥❣❛t✐♦♥ ② ❞❡s ❛♥❣❡❤ä♥❣t❡♥
❑ör♣❡rs✳ ❊s ❣✐❧t ❞❛s s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❑r❛❢t❣❡s❡t③ ✭❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ♥✐❝❤t ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✮ F =
−D · y✳ ❉ ✐st ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❋❡❞❡r❦♦♥st❛♥t❡✳

✹✳✷ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✱ P❡r✐♦❞❡♥❞❛✉❡r ✭❚❤♦♠s♦♥✬s❝❤❡
❋♦r♠❡❧✮

▼❛♥ ❡r❦❡♥♥t✱ ❞❛ss ❡s s✐❝❤ ✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ❙✐♥✉s❢✉♥❦t✐♦♥ ❤❛♥❞❡❧t✳ ▼✐t ❞❡♠ ♥❡✇✲
t♦♥✬s❝❤❡♥ ❑r❛❢t❣❡s❡t③ F = m · a ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ m · a(t) = −D · s(t)✳
❉✐❡s❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✈♦r❤❡r ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❑r❡✐s❞✐❛❣r❛♠♠ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣
s(t) = ŝ sin (ωt+ ϕ0) ❡r❢ü❧❧t✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❜✐❧❞❡t ✉♥❞ s ✐♥ ṡ✱ ❜③✇✳ s̈ ✉♠✲
s❡t③t ✉♥❞ s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❡✐♥s❡t③t ✭s✐❡❤❡ ❇✉❝❤ ❙✳✾✼✮✳

❋ür ϕ0 ❜❡✐ t = 0 ❧ässt s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❤❛r♠♦♥✐s❝❤❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❞r❡✐
❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❡s❡t③❡ ✭s ❛❜❧❡✐t❡♥✮✿

❩❡✐t✲❊❧♦♥❣❛t✐♦♥s✲●❡s❡t③ s = ŝ sin (ωt)
❩❡✐t✲●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts✲●❡s❡t③ v = ŝω cos (ωt)
❩❡✐t✲❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣s✲●❡s❡t③ a = −ŝω2 sin (ωt)

♠✐t ❞❡r ❲✐♥❦❡❧❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ω = 2π
T

=
√

D
m

✭❚❤♦♠s♦♥✬s❝❤❡ ❋♦r♠❡❧✮

✉♥❞ ❞❡r P❡r✐♦❞❡♥❞❛✉❡r T = 2π
√

m
D
✳
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✹✳✸ ✭P❛r❛❧❧❡❧❡♥ ③✉ ❡❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣❦r❡✐s✮

❊s ③❡✐❣t s✐❝❤ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❋❡❞❡r✲❙❝❤✇❡r❡✲P❡♥❞❡❧ ✭❆❜✲
s❝❤♥✳✹✳✶✳✮ ✉♥❞ ❞❡♠ ❡❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣❦r❡✐s ✭❆❜s❝❤♥✳✸✳✼✳✮✳ ❇❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❞❛s
P❡♥❞❡❧ ✐♥ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣✱ ❛❧s♦ ❞❡r ❣röÿt❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡✱ s♦ ✈❡r❢ü❣t ❡s ü❜❡r ❞✐❡
❤ö❝❤st❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡✳ P❛r❛❧❧❡❧ ❞❛③✉ ✈❡r❢ü❣t ❞❡r ❡❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡ ❙❝❤✇✐♥❣❦r❡✐s
ü❜❡r ❞✐❡ ❤ö❝❤st❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♠ ❑♦♥❞❡♥s❛t♦r✳ ■♠ ◆✉❧❧❞✉r❝❤❣❛♥❣ ✈❡r❢ü❣t ❞❛s
▼❛ss❡stü❝❦ ü❜❡r ❞✐❡ ❤ö❝❤st❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣❡✱ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣❦r❡✐s ü❜❡r ❞✐❡ ❤ö❝❤st❡ ♠❛✲
❣♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✳ ■♥ ❞❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❩✉stä♥❞❡♥ ❡①✐st✐❡r❡♥ ❜❡✐❞❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥
✭❋❙P✿ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❊♥❡r❣✐❡❀ ❙❑✿ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡✮✳

✹✳✹ ❆✉❢❜❛✉ ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡✱ ❲❡❧❧❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣

❲❡♥♥ s✐❝❤ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❋♦r♠ ❡✐♥❡r ❙tör✉♥❣ ♦❤♥❡ ▼❛t❡r✐❡tr❛♥s♣♦rt ❢♦rt♣✢❛♥③t✱ s♦ ♥❡♥♥❡♥
✇✐r ❞❛s ❡✐♥❡ ❲❡❧❧❡✳ ❉❛❜❡✐ s❝❤✇✐♥❣❡♥ s♦❣✳ ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥✱ ❞✐❡ ✐❤r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧s
♥ä❝❤st❡♥ ✇❡✐t❡r❣❡❜❡♥✳ ❏❡❞❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ✏❤✐♥❦t✏ ✐♥ ❞❡r P❤❛s❡ ❞❛♥♥ ❞❡♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❤✐♥✲
t❡r❤❡r✳ ❏❡❞❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ❦❛♥♥ ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❡✐♥❡r ♥❡✉❡♥ ❙tör✉♥❣ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ♠✐t ❞❡r s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜③✇✳ ❞✐❡ P❤❛s❡ ❛✉s❜r❡✐t❡t ✇ä❝❤st ♠✐t ❞❡r
❙tär❦❡ ❞❡r ❑♦♣♣❧✉♥❣✳ ❉✐❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ❡✐♥❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs ❤❡✐ÿt ❊❧♦♥❣❛t✐♦♥✱ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛✲
❧❡ ❆✉s❧❡♥❦✉♥❣ ❆♠♣❧✐t✉❞❡✳
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❋ür ❞❛s ❊rr❡❣❡rt❡✐❧❝❤❡♥ ❡r♠✐tt❡❧t ♠❛♥ ♠✐t ❑r❡✐s♣r♦❥❡❦t✐♦♥✿

s(t) = ŝ · sin (ϕ(t)) ⇒ s(t) = ŝ · sin (ωt) ⇒ s(t) = ŝ · sin (2πf · t) ⇒ s(t) = ŝ sin (2π t
T
)✳

❇❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞❛s ♥✐❝❤t ❞❡♠ ❊rr❡❣❡rt❡✐❧❝❤❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t✱
♠✉ss ❡✐♥❡ P❤❛s❡♥✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❜❡❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✿

s(x; t) = ŝ sin [2π( t
T
− x

λ
)]

❉✐❡ P❤❛s❡ ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡ ✇❛♥❞❡rt ❧ä♥❣s ❞❡s ❚rä❣❡rs ♠✐t ❡✐♥❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❝✳ ■♥♥❡r✲
❤❛❧❜ ❡✐♥❡r P❡r✐♦❞❡♥❞❛✉❡r ❧❡❣t s✐❡ ❞❛❜❡✐ ❡✐♥❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ③✉rü❝❦✿

c = ∆s
∆t

= λ
T
⇒ c = λf

✹✳✺ ❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✉♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❲❡❧❧❡✱ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥

▼❛♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t ③✇✐s❝❤❡♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡♥ ✉♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❲❡❧❧❡♥✳ ❊✐♥❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡
❲❡❧❧❡ s❝❤✇✐♥❣t ✇❛❛❣❡r❡❝❤t ③✉ ✐❤r❡r ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣✱ ♠❛♥ s❝❤r❡✐❜t ~c‖~v ❛❧s♦ ❝ st❡❤t
✇❛❛❣❡r❡❝❤t ③✉ ✈ ✭❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥✮✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❲❡❧❧❡
❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣✱ ♠❛♥ s❝❤r❡✐❜t ~c⊥~v✳ ❆✉ÿ❡r❞❡♠
s✐♥❞ ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✇❡❧❧❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ st❛r❦ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt✦

❯♥t❡rs❝❤❡✐❞✉♥❣ ❧♦♥❣✐t✉♥❛❧❡ ✉♥❞ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡

❲❡❧❧❡

P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❲❡❧❧❡♥✱

P♦❧❛r✐st❛t✐♦♥s✜❧t❡r

❯♥t❡r P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❡✐♥❡r ❚r❛♥s✈❡rs❛❧✇❡❧❧❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✐❤r❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣✳ ■st
❞✐❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✉♥❣❡♦r❞♥❡t ✉♥❞ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ♦❢t✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ✉♥♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡♥ ❲❡❧❧❡✳
▼✐t ❡✐♥❡♠ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✜❧t❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✉♥♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡ ❲❡❧❧❡♥ ♦r❞♥❡♥✱ ❛❧s♦ ♣♦❧❛r✐s✐❡r❡♥✳
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✹✳✻ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❢❡st❡s ✉♥❞ ❢r❡✐❡s ❊♥❞❡ ✭❲❡❧❧❡♥♠❛s❝❤✐♥❡✱ ❲❡❧❧❡♥✇❛♥♥❡✮

❲❡♥♥ ❡✐♥❡ ❲❡❧❧❡ ❛♥ ❡✐♥ ❢❡st❡s ♦❞❡r ❢r❡✐❡s ❊♥❞❡ stöÿt✱ ❛❧s♦ ❞❡r ❧❡t③t❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r ❞✐❡ ❙❝❤✇✐♥✲
❣✉♥❣ ♠✐t♠❛❝❤t ♦❞❡r ♥✐❝❤t✱ ❦♦♠♠t ❡s ③✉ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥❡♥✳ ■st ❞❛s ❊♥❞❡ ❢r❡✐✱
s♦ ❦❛♥♥ ❞❡r ❧❡t③t❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r ♠✐ts❝❤✇✐♥❣❡♥✳ ❉✐❡ ❲❡❧❧❡ ✇✐r❞ ♦❤♥❡ P❤❛s❡♥s♣r✉♥❣ r❡✢❡❦t✐❡rt
✭❇❡r❣ ❜❧❡✐❜t ❇❡r❣✱ ❚❛❧ ❜❧❡✐❜t ❚❛❧✮✳ ■st ❞❛s ❊♥❞❡ ❥❡❞♦❝❤ ❢❡st✱ s♦ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠
P❤❛s❡♥s♣r✉♥❣ ✈♦♥ π r❡✢❡❦t✐❡rt ✭❇❡r❣ ✇✐r❞ ❚❛❧✱ ❚❛❧ ✇✐r❞ ❇❡r❣✮✳

✹✳✼ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✿ ▲❈❉✲❉✐s♣❧❛②

▲❈❉ ✭▲✐q✉✐❞ ❈r②st❛❧ ❉✐s♣❧❛②✮ ✇❡r❞❡♥ ③✉♥❡❤♠❡♥❞ ✐♥ ♠♦❞❡r♥❡♥ ❋❛r❜❜✐❧❞s❝❤✐r♠❡♥ ❣❡✲
♥✉t③t✳ ❙✐❡ ❜❡st❡❤❡♥ ❛✉s ❦❧❡✐♥st❡♥ ❑r✐st❛❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ❢r❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❜❜❛r s✐♥❞✱ ❡s
❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ✉♠ ❋❧üss✐❣❦r✐st❛❧❧❡ ❞❡r❡♥ ❆❣❣r❡❣❛t③✉st❛♥❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❢❡st ✉♥❞ ✢üss✐❣ ❧✐❡❣t✳
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▲❈❉ s❡♥❞❡♥ ❦❡✐♥ ▲✐❝❤t ❛✉s s♦♥❞❡r♥ ✇✐r❦❡♥ ❛❧s s❡❧❡❦t✐✈❡ ❙♣✐❡❣❡❧✳ ❉✐❡ ❤✐❡r ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡
❙❝❤❛❞t✲❍❡❧❢r✐❝❤✲❩❡❧❧❡ ❜❡st❡❤t ❛✉s ③✇❡✐ ●❧❛s♣❧ätt❝❤❡♥ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♠ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥ ✶✵ ♠ ❣❡❣❡♥✲
ü❜❡r ❧✐❡❣❡♥✳ ■❤r❡ ■♥♥❡♥s❡✐t❡♥ s✐♥❞ s♦ ♣rä♣❛r✐❡rt✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❋❧üss✐❣❦r✐st❛❧❧❡ ❛♥ ❞❡r ●❧❛✲
s♦❜❡r✢ä❝❤❡ ✐♥ ❡✐♥❡ ❜❡st✐♠♠t❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❛✉s❣❡r✐❝❤t❡t ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡ ●❧❛s♣❧❛tt❡♥ st❡❤❡♥ s✐❝❤
❣❡♥❛✉ s❡♥❦r❡❝❤t ❣❡❣❡♥ü❜❡r✱ ✇❛s ❞❛③✉ ❢ü❤rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋❧üss✐❣❦r✐st❛❧❧❡ ❡✐♥❡ ✾✵◦✲❙❝❤r❛✉❜❡
✈♦❧❧❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡ ●❧❛s♣❧ätt❝❤❡♥ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❣❡❦r❡✉③t❡♥ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s❢♦❧✐❡♥✳
❉✐❡ ❡rst❡ ❋♦❧✐❡ ♣♦❧❛r✐s✐❡rt ❞❛s ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡ ▲✐❝❤t✳ ❉✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s❡❜❡♥❡ ❞✐❡s❡s ▲✐❝❤t❡s ❢♦❧❣t
♥✉♥ ❞❡r ❙❝❤r❛✉❜❡♥str✉❦t✉r✳ ❉❛s ▲✐❝❤t ✇✐r❞ ♠✐t❣❡❞r❡❤t ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥ P♦❧❛r✐s❛✲
t✐♦♥s✜❧t❡r ✉♥❣❡❤✐❞❡rt ♣❛ss✐❡r❡♥✳ ❉❛♥♥ ✇✐r❞ ❡s ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❙♣✐❡❣❡❧ r❡✢❡❦t✐❡rt ✉♥❞ ❛✉❢ ❞❡♠
❘ü❝❦✇❡❣ ❡r♥❡✉t ✉♠ ✾✵◦ ❣❡❞r❡❤t✳ ❊s ❣❡❧❛♥❣t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♦❜❡r❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s❢♦❧✐❡✱ ❞✐❡ ❆♥✲
③❡✐❣❡ ❡rs❝❤❡✐♥t ❤❡❧❧✳ ❉✐❡ ●❧❛s♣❧ätt❝❤❡♥ s✐♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡r ❞✉r❝❤s✐❝❤t✐❣❡♥ ❊❧❡❦tr♦❞❡♥s❝❤✐❝❤t
ü❜❡r③♦❣❡♥✳ ❲❡♥♥ ❦❡✐♥❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛♥❧✐❡❣t✱ ❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ❙❝❤r❛✉❜❡♥str✉❦t✉r ❡r❤❛❧t❡♥✳ ▲❡❣t
♠❛♥ ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥ ❋❡❧❞ ❛♥✱ s♦ r✐❝❤t❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ▼♦❧❡❦ü❧❡ ♠✐t ✐❤r❡r ▲ä♥❣s❛❝❤s❡ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡s
❋❡❧❞❡s ❛✉s✳ ❉✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥sr✐❝❤t✉♥❣ ✇✐r❞ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❣❡❞r❡❤t✱ ❞✐❡ ❆♥③❡✐❣❡ ❡rs❝❤❡✐♥t ❞✉♥✲
❦❡❧✳ ❊✐♥ ❉✐s♣❧❛② ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡r ❱✐❡❧③❛❤❧ s♦❧❝❤❡r ❩❡❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥ ❛♥❣❡st❡✉❡rt ✇❡r❞❡♥✳
❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ P✐①❡❧ ❡♥tst❡❤t ❡✐♥ ❇✐❧❞✳ ❉✉r❝❤ ❋❛r❜✜❧t❡r ❦ö♥♥❡♥ ❛✉❝❤ ❋❛r❜❡♥ ❡r③❡✉❣t
✉♥❞ ✈❡rä♥❞❡rt ✇❡r❞❡♥✳

✺ ■♥t❡r❢❡r❡♥③♣❤ä♥♦♠❡♥❡

✺✳✶ st❡❤❡♥❞❡ ❲❡❧❧❡♥ ✭❛✉❝❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣✮ ✲ ❑✉♥❞t✬s❝❤❡s
❘♦❤r

■♠ ❦✉♥❞t✬s❝❤❡♥ ❘♦❤r ❡♥tst❡❤❡♥
♥✉r ❜❡✐ ❣❛♥③ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❋r❡✲
q✉❡♥③❡♥ ♦❞❡r ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ ❘♦❤r✲
❧ä♥❣❡♥ st❡❤❡♥❞❡❲❡❧❧❡♥✳ ❊✐♥❡ st❡✲
❤❡♥❞❡❲❡❧❧❡ ❡♥tst❡❤t ❛✉s ❞❡r Ü❜❡r✲
❧❛❣❡r✉♥❣ ③✇❡✐❡r ❣❡❣❡♥❧ä✉✜❣ ❢♦rt✲
s❝❤r❡✐t❡♥❞❡r ❲❡❧❧❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ❋r❡✲
q✉❡♥③ ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡✳
❉✐❡ ❲❡❧❧❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❛✉s ③✇❡✐ ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❊rr❡❣❡r♥ st❛♠♠❡♥ ♦❞❡r

❞✉r❝❤ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❍✐♥❞❡r♥✐s ❡♥tst❡❤❡♥✳

❇❡✐ ❢r❡✐❡♥ ❊♥❞❡♥ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❊♥tst❡❤✉♥❣ ❡✐♥❡r st❡❤❡♥❞❡♥ ❲❡❧❧❡✿

l = k · λk

2 , k ∈ N ♠✐t ❧ ❛❧s ▲ä♥❣❡ ❞❡s ❚rä❣❡rs ♦❞❡r ♠✐t c = λ · f ✿ l = k · c
2f ❉✐❡ ❘❡✢❡✲

①✐♦♥❡♥ ❡r❢♦❧❣❡♥ ♦❤♥❡ P❤❛s❡♥s♣r✉♥❣✳ ❉❡r ❑♥♦t❡♥❛❜st❛♥❞ ❡✐♥❡r st❡❤❡♥❞❡♥ ❲❡❧❧❡ ❜❡trä❣t λ
2 ✳

❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❢r❡✐❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❢❡st❡♥ ❊♥❞❡ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ③✉r ❊♥tst❡❤✉♥❣ ❡✐♥❡r
st❡❤❡♥❞❡♥ ❲❡❧❧❡✿

✷✼



l = k · λk

2 − λk

4 = (2k − 1) · λk

4 ✱ k ∈ N ♦❞❡r l = (2k − 1) · c
f4 ✳ ❉✐❡ ❘❡✢❡①✐♦♥❡♥

❡r❢♦❧❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ P❤❛s❡♥s♣r✉♥❣ ✈♦♥ π✱ ❞❛ ❡s ❡✐♥ ❢❡st❡s ❊♥❞❡ ❣✐❜t ✭s✐❡❤❡ ❆❜s❝❤♥✳✹✳✻✳✮✳
❉✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❧ässt s✐❝❤ ❛❧s ❜❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡r ❚rä❣❡r❧ä♥❣❡ ❜❡st✐♠♠❡♥✳

❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür st❡❤❡♥❞❡ ❲❡❧❧❡♥ ❧❛✉t❡t✿

s(x, t) = 2 · ŝ · cos (2π x
λ
) · sin (2π t

T
)✳

✺✳✷ ❍✉②❣❡♥✬s❝❤❡s Pr✐♥③✐♣ ✉♥❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥③

❉❛s ❍✉②❣❡♥✬s❝❤❡ Pr✐♥③✐♣ ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss ❥❡❞❡r P✉♥❦t ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥❢r♦♥t ❛❧s ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t
❡✐♥❡r ❊❧❡♠❡♥t❛r✇❡❧❧❡ ❛♥❣❡s❡❤❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡s❡ ❜r❡✐t❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞ ✈♦♥ ❇❡✉❣✉♥❣ ✐♥ ❞❡♥
❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❙❝❤❛tt❡♥r❛✉♠ ❛✉s✳ ❱✐❡❧❡ ❊❧❡♠❡♥t❛r✇❡❧❧❡♥ ❜✐❧❞❡♥ ♥❡✉❡ ❲❡❧❧❡♥❢r♦♥t❡♥✳

❑♦♠♠t ❡s ③✉r Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ✈♦♥ ③✇❡✐❡r ♦❞❡r ♠❡❤r❡r❡r ❲❡❧❧❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐✲
♦♥s♣r✐♥③✐♦✱ s♦ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ❞✐❡s ■♥t❡r❢❡r❡♥③✳ ❯♥t❡r ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛✉❝❤ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s♣r✐♥✲
③✐♣ ✭✈♦♥ ❧❛t❡✐♥✐s❝❤ s✉♣❡r ❂ ü❜❡r❀ ♣♦s✐t✐♦ ❂ ▲❛❣❡✱ ❙❡t③✉♥❣✱ ❙t❡❧❧✉♥❣✮ ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r
P❤②s✐❦ ❡✐♥❡ Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤❡r ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ●röÿ❡♥✳ ❉❛♠✐t ❞✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ■♥t❡r❢❡r❡♥③
❡♥tst❡❤❡♥❞❡ ♥❡✉❡ ❲❡❧❧❡ st❛❜✐❧ ✐st✱ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ③❡✐t❧✐❝❤ ❦♦♥st❛♥t❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✱
●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❋r❡q✉❡♥③ ❤❛t✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ✐♥t❡r❢❡r✐❡r❡♥❞❡♥ ❲❡❧❧❡♥ ❦♦❤är❡♥t
s❡✐♥✳ ▼❛♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t ③✇✐s❝❤❡♥ ❦♦♥str✉❦t✐✈❡r ✉♥❞ ❞❡str✉❦t✐✈❡r ■♥t❡r❢❡r❡♥③✳

❉✐❡ ❦♦♥str✉❦t✐✈❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ tr✐tt ❛✉❢✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❜❡r❣❡ ❞❡r ❡✐♥❡♥ ❲❡❧❧❡ ❣❡♥❛✉
❛✉❢ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❜❡r❣❡ ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❲❡❧❧❡ tr❡✛❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✈❡rstär❦❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❲❡❧❧❡♥
✉♥❞ ❡s ❡♥tst❡❤t ❡✐♥❡ ❲❡❧❧❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❣röÿ❡r❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❆❞❞✐❡r✉♥❣ ❞❡r
❜❡✐❞❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❲❡❧❧❡♥ ❡r❣✐❜t✳ ❑♦♥str✉❦t✐✈❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ❡♥st❡❤t ❜❡✐ ❡✐♥❡♠
❣❡r❛❞❡♥ ❱✐❡❧❢❛❝❤❡♥ ❞❡r P❤❛s❡♥❞✐✛❡r❡♥③ ∆ϕ✱ ❛❧s♦ 0π, 2π, 4π ✉s✇✳ ❉❡r ●❛♥❣✉♥t❡rs❝❤✐❡❞ δ

♠✉ss ❡✐♥ ❣❛♥③❡s ❱✐❡❧❢❛❝❤❡s ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ λ ❜❡tr❛❣❡♥ (1λ, 2λ, 3...)✳ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥ s❝❤r❡✐❜t
♠❛♥ ❛❧s♦✿ k · λ ♦❞❡r k · 2π✳

❉✐❡ ❞❡str✉❦t✐✈❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ tr✐tt ❛✉❢✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❜❡r❣❡ ❞❡r ❡✐♥❡♥ ❲❡❧❧❡ ❣❡♥❛✉ ❛✉❢
❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥tä❧❡r ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❲❡❧❧❡ tr❡✛❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❡♥tst❡❤t ❡✐♥❡ ❲❡❧❧❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❦❧❡✐♥❡✲
r❡♥ ❞❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❲❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❤❛❜❡♥ ❧ös❝❤❡♥ s✐❡ s✐❝❤
❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ❛✉s ✉♥❞ ❡s ❡♥tst❡❤t ❡✐♥❡ ❲❡❧❧❡ ♠✐t ❞❡r ❡✐♥❡r ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ✈♦♥ ✵✱ ❞❛ s✐❝❤ ❜❡✐✲
❞❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❲❡❧❧❡♥ ❛✉❢❤❡❜❡♥✳ ❉❡str✉❦t✐✈❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ❡♥tst❡❤t ❜❡✐ ❡✐♥❡♠
✉♥❣❡r❛❞❡♥ ❱✐❡❧❢❛❝❤❡♥ ❞❡r P❤❛s❡♥❞✐✛❡r❡♥③ ∆ϕ✱ ❛❧s♦ π, 3π, 5π ✉s✇✳ ❉❡r ●❛♥❣✉♥t❡rs❝❤✐❡❞
δ ♠✉ss ❡✐♥ ❤❛❧❜❡s ❱✐❡❧❢❛❝❤❡s ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ λ s❡✐♥ ❜❡tr❛❣❡♥ (λ2 ,

3λ
2 , 5λ2 ...)✳ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥

s❝❤r❡✐❜t ♠❛♥ ❛❧s♦✿ (2k−1)·λ
2 ♦❞❡r k · π ♠✐t ✉♥❣❡r❛❞❡♠ k✳

✷✽



✺✳✸ ❉♦♣♣❡❧s♣❛❧t ✉♥❞ ●✐tt❡r ✭❉❙✿ ▼✐❦r♦✇❡❧❧❡♥✱ ▲❛s❡r❞✐♦❞❡♥ ✉♥❞ ❙❛♥❞✱
●✐tt❡r✿ ❈❉✮

▼✐❦r♦✇❡❧❧❡♥✿ δk = k · λ ❡✐♥s❡t③❡♥ ✐♥✿ sinαk
= δk

g
❡r❣✐❜t✿

❋ür ▼❛①✐♠❛✿ sinαk
= k·λ

g

❋ür ▼✐♥✐♠❛✿ sinαk
=

(2k−1)·(λ
2
)

g
✭♠✐t k = 1, 2, 3...)

❋ür ▼✐❦r♦✇❡❧❧❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ■♥t❡r❢❡r❡♥③♠❛①✐♠❛ ♥✐❝❤t ✇✐❡ ❜❡✐ ▲✐❝❤t ❞✐r❡❦t
♠❡ss❡♥✳ ❉❡s✇❡❣❡♥ ♠✐sst ♠❛♥ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧✱ ✉♥t❡r ❞❡♥❡♥ ▼❛①✐♠❛ ❛✉❢tr❡t❡♥✳

▲✐❝❤t✿ ❇❡✐ ▲✐❝❤t ✈❡r❤ä❧t s✐❝❤ ❞❛s ❣❛♥③❡ ❡t✇❛s ❛♥❞❡rs✳ ❍✐❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❆❜stä♥❞❡ ❞❡r ▼❛✲
①✐♠❛ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❖r❞♥✉♥❣❡♥ ❞✐r❡❦t ❣❡♠❡ss❡♥✳ ■st ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ αk ❜❡❦❛♥♥t✱ s♦ ❦❛♥♥ ♠✐t
❞❡r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❛✉s ❆❜❜✳ ✶ ✈❡r❢❛❤r❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ▼❡✐st❡♥s ✐st ❡r ❡s ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t✳ ❏❡❞♦❝❤ s✐♥❞
❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ ❜❡✐ ▲✐❝❤t s❡❤r ❦❧❡✐♥ ✭αk << 10◦✮✳ ❊s ❣✐❧t ✐♥ ❣✉t❡r ◆ä❤❡r✉♥❣ tanαk ≈ sinαk✳
❙♦♠✐t✿

dk
a

= k·λk

g
⇒ λk = dk·g

k·a ❢ür ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✳

❙❛♥❞✿ ❋ür ❙❛♥❞ ❧ässt s✐❝❤ ❦❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❘❡❣❡❧ ❤❡r❧❡✐t❡♥✳ ❲✐r❞ ❙❛♥❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❉♦♣✲
♣❡❧s♣❛❧t ❣❡s❝❤♦ss❡♥✱ ❡♥tst❡❤❡♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ③✇❡✐ ❇r❡✐t❡ ❙tr❡✐❢❡♥✳ ❙❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r✐❡rt ✉♥t❡r ❇❡✲
tr❛❝❤t✉♥❣ ❛❧s ❦❧❛ss✐s❝❤❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♥✐❝❤t✦

●✐tt❡r✿ ❯♠ s❝❤är❢❡r❡ ❇❛♥❞❡♥♠✉st❡r ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✱ ✈❡r❣röÿ❡rt ♠❛♥ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❙♣❛❧t❡
③✉ ❡✐♥❡♠ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥●✐tt❡r✳ ❉❛s ▲✐❝❤t ❦♦♥③❡♥tr✐❡rt s✐❝❤ stär❦❡r✱ ❞✐❡ ❙tr❡✐❢❡♥ ❡rs❝❤❡✐♥❡♥
❧✐❝❤stär❦❡r ✉♥❞ ❞✐❡ ❩✇✐s❝❤❡♥rä✉♠❡ ❞✉♥❦❧❡r✳ ❊s ❣❡❧❛♥❣t ♠❡❤r ▲✐❝❤t ❤✐♥❞✉r❝❤✳ ❉✐❡ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐s❝❤❡ ❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡ ✐st ❞✐❡s❡❧❜❡ ✇✐❡ ❜❡✐♠ ❉♦♣♣❡❧s♣❛❧t✱ ❞✐❡ ❙♣❛❧t❛❜stä♥❞❡ ♥❡♥♥t
♠❛♥ ●✐tt❡r❦♦♥st❛♥t❡✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❈❉ ❦❛♥♥ ❞❡r ❙♣✉r❛❜st❛♥❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛❧s ●✐tt❡r ❛♥❣❡s❡❤❡♥
✇❡r❞❡♥✳ ❯♠ ✐❤♥ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥ ❜❡❧❡✉❝❤t❡t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❈❉ ✭❛✉❝❤ ❉❱❉✮ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▲❛s❡r✳

✷✾



▼✐t tan (αk) =
dk
a
❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧✳ ❇❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡s ▲✐❝❤ts ❣✐❧t ❢ür

❙♣✉r❛❜st❛♥❞ g = λ
sin (αk)

✳

✺✳✹ ❇r❛❣❣✲❘❡✢❡①✐♦♥

▼❛♥ ❦❛♥♥ ✉♥t❡r ❛♥❞❡r❡♠ ❑r✐st❛❧❧❡ ♥✉t③❡♥✱ ✉♠ ■♥t❡r❢❡r❡♥③❡✛❡❦t❡ ❜❡✐ s❡❤r ❦✉r③❡♥ ❲❡❧✲
❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ③✉ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✳ ❊✐♥ ❑r✐st❛❧❧ t❡✐❧t s✐❝❤ ✐♥ ♠❡❤r❡r❡ ❊❜❡♥❡♥✱ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡ ❲❡❧❧❡♥
✇❡r❞❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❆t♦♠❡♥ ❣❡❜❡✉❣t✳ ❉✐❡s ❣❡s❝❤✐❡❤t ❣❡♠äÿ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡✱
❛❧s♦ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ ❣❧❡✐❝❤ ❆✉s❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧✳ ❉✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ ●❛♥❣✉♥t❡rs❝❤✐❡❞ δ✭❤✐❡r
❛❧s s ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✮ ❧❛✉t❡t✿

sinϕ =
1
2δ

d
⇒ δ = 2d · sinϕ

✺✳✺ ▼✐❝❤❡❧s♦♥✲■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r

▼✐t ❡✐♥❡♠ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ▼✐❝❤❡❧s♦♥✲■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r
❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❦❧❡✐♥st❡ ➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣
✈♦r③✉❣s✇❡✐s❡ ✈♦♥ ●❧❛s ✉♥❞ ●❛s❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✳ ❉❛✲
❜❡✐ ✇✐r❞ ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▲❛s❡r ❞✉r❝❤❧❡✉❝❤✲
t❡t✳ ❉❡r ▲❛s❡r ✇✐r❞ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❙tr❛❤❧❡♥t❡✐❧❡r ✐♥ ③✇❡✐
▲✐❝❤t❜ü♥❞❡❧ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t✳ ❉✐❡s❡ ✇❡r❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡♠
❛♥❞❡r❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ r❡✢❡❦t✐❡rt ✉♥❞ tr❡✛❡♥ ✇✐❡❞❡r ③✉✲
s❛♠♠❡♥ ✉♥❞ ü❜❡r❧❛❣❡r♥ s✐❝❤ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞✱ ✇♦❜❡✐
❞❛s ■♥t❡r❢❡r❡♥③♠✉st❡r ✭❜❡✐ ❑♦❤är❡♥③✦✮ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠
❇✐❧❞s❝❤✐r♠ ❡♥st❡❤t✳ ❉✐❡s❡s ■♥t❡r❢❡r❡♥③♠✉st❡rs ä♥✲

❞❡rt s✐❝❤ ❥❡ ♥❛❝❤ Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣s③✉st❛♥❞✱ ❛❧s♦ ❥❡ ♥❛❝❤ ❑♦❤är❡♥③ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❲❡❧❧❡♥✳ ❯♠
❙t♦✛❡ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ st❡❧❧t ✇✐r❞ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥❣ä♥❣❡ ③✳❇✳ ❡✐♥ ●❛s ❣❡❧❡✐t❡t✱
♦❞❡r ❡✐♥ ●❧❛s♦❜❥❡❦t ❡✐♥❣❡s❡t③t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ♠✉ss ❞❛s ▲✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡r❡s ▼❡✲
❞✐✉♠ ❧❛✉❢❡♥✱ s❡✐♥❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈❡rr✐♥❣❡rt s✐❝❤✱
❞✐❡ ❇r❡❝❤✉♥❣s③❛❤❧ ❡r❤ö❤t s✐❝❤✳ ❉✐❡ ❲❡❧❧❡♥ s✐♥❞ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❦♦♠♣❧❡tt ❦♦❤är❡♥t✱ ✇♦❞✉r❝❤

✸✵



s✐❝❤ ❞✐❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③❡rs❝❤❡✐♥✉♥❣ ä♥❞❡rt✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣✿ ❱❡rs❝❤✐❡❜❡♥ ✇✐r
❞❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ ▼✐rr♦r✶ ✉♠ ❡✐♥❡ ❙tr❡❝❦❡ ✈♦♥ ∆s = λ

2 ✱ s♦ ❣❡❤t ✐♥ ❞❡r ▼✐tt❡ ❞❡s ■♥t❡r❢❡r❡♥③✲
❜✐❧❞❡s ❡✐♥ ▼❛①✐♠✉♠ ü❜❡r ❡✐♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ✇✐❡❞❡r ✐♥ ▼❛①✐♠✉♠✳ ❉❡r ▲✐❝❤t✇❡❣ ❞❡s ❍✐♥✲✉♥❞
❘ü❝❦✇❡❣❡s ✈❡rä♥❞❡rt s✐❝❤ ✉♠ 2∆s = λ ●❡s❝❤✐❡❤t ❞✐❡s ❦✲♠❛❧✱ s♦ ✈❡rs❝❤✐❡❜t s✐❝❤ ❙♣✐❡❣❡❧
✶ ✉♠✿ s = k∆s = k λ

2 ✳

✺✳✻ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r✲■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r

❉❛s ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r✲■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✐st ✐♠ Pr✐♥③✐♣
❞❡♠ ▼✐❝❤❡❧s♦♥✲■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ä❤♥❧✐❝❤✳ ❉❡r ❯♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞ ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❜❡✐♠ ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r✲
■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❞✐❡ ❚❡✐❧❜ü♥❞❡❧ ❞❡s ▲❛s❡rs rä✉♠❧✐❝❤
✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r ❣❡tr❡♥♥t s✐♥❞✳ ❊✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡s ▲✐❝❤t ✇✐r❞
❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥t❡✐❧❡r ✶ ✐♥ ③✇❡✐ ❚❡✐❧✇❡❧❧❡♥ ❛✉❢✲
❣❡t❡✐❧t✳ ❇❡✐ ❥❡❞❡r ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❡✐♥ ♦♣t✐s❝❤ ❞✐❝❤t❡r❡s
▼❡❞✐✉♠ ❦♦♠♠t ❡s ③✉ ❡✐♥❡♠ P❤❛s❡♥s♣r✉♥❣ ✈♦♥ π✳
❉❡r ❙tr❛❤❧✱ ❞❡r ❛❧s♦ ü❜❡r ❞❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ ✶ ❣❡❤t✱ ❤❛t
❜❡✈♦r ❡r ❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥t❡✐❧❡r ❡rr❡✐❝❤t ③✇❡✐
P❤❛s❡♥s♣rü♥❣❡ ✭2π✮ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❊r ✇✉r❞❡ ❛♠
✶✳ ❙tr❛❤❧❡♥t❡✐❧❡r r❡✢❡❦t✐❡rt ✉♥❞ ❛♠ ❙♣✐❡❣❡❧ ✶✳ ❉❡r
❚❡✐❧str❛❤❧✱ ❞❡r ü❜❡r ❙♣✐❡❣❡❧ ✷ ❣❡❤t✱ ❤❛t ♥✉r ❡✐♥❡♥
P❤❛s❡♥s♣r✉♥❣ ✭π✮ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❲❡♥♥ ♥✉♥ ❜❡✐❞❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥t❡✐✲
❧❡r ❢❛❧❧❡♥✱ ❡rs❝❤❡✐♥t ❛♠ ❙❝❤✐r♠ ✶ ❦❡✐♥ ■♥t❡r❢❡r❡♥③❜✐❧❞✱ ❛♠ ❙❝❤✐r♠ ✷ ❥❡❞♦❝❤ s❝❤♦♥✳ ❉✐❡
❇❡❣rü♥❞✉♥❣ ❧✐❡❣t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❙tr❛❤❧ ♠✐t ❞❡♠ ③✇❡✐❢❛❝❤❡♥ P❤❛s❡♥s♣r✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥ ❡✐♥
♦♣t✐s❝❤ ❞ü♥♥❡r❡s ▼❡❞✐✉♠ ✐♠ ❙tr❛❤❧❡♥t❡✐❧❡r ✷ ❢ä❧❧t✳ ❊s ❦♦♠♠t ③✉ ❦❡✐♥❡♠ P❤❛s❡♥s♣r✉♥❣✳
❉❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡✐❧str❛❤❧✱ ❞❡r ♥✉r ❡✐♥❡♥ P❤❛s❡♥s♣r✉♥❣ ❞✉r❝❤❢ü❤rt❡ ✇✐r❞ ❥❡❞♦❝❤ r❡✢❡❦t✐❡rt
✉♥❞ ❢ü❤rt ❡✐♥❡♥ P❤❛s❡♥s♣r✉♥❣ ✈♦♥ π ❛✉s✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦♦♠♠❡♥ ❜❡✐❞❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ♣❤❛s❡♥❣❧❡✐❝❤
❛♠ ❙❝❤✐r♠ ✷ ❛♥✳ ❊s ❦♦♠♠t ③✉r ❦♦♥str✉❦t✐✈❡♥ ■♥t❡r❢❡r❡♥③✳ ❉✐❡ ❞❡str✉❦t✐✈❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ❛♠
❙❝❤✐r♠ ✶ ✐st ❞❛r❛✉❢ ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❚❡✐❧str❛❤❧❡♥ ❦❡✐♥❡ P❤❛s❡♥s♣rü♥❣❡
❡r❢❛❤r❡♥✱ ❛❧s♦ ❙tr❛❤❧ ✶ ❜❡✐ 2π ❜❧❡✐❜t ✉♥❞ ❙tr❛❤❧ ✷ ❜❡✐ π✳

❲✐r❞ ♥✉♥ ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥❣ä♥❣❡ ✈❡rä♥❞❡rt✱ ✈❡rä♥❞❡rt s✐❝❤ ❛✉❝❤
❞❛s ■♥t❡r❢❡r❡♥③❜✐❧❞✳ ❉✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡s ▲❛s❡r❧✐❝❤t❡s ✈❡r❣röÿ❡rt ♦❞❡r ✈❡r❦❧❡✐♥❡rt s✐❝❤✱
❞❛ ❞✐❡ ▲✐❝❤t❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ▼❡❞✐❡♥ ❛♥❞❡r❡ ❲❡rt❡ ❛♥♥✐♠♠t✳ ❉✐❡
❋r❡q✉❡♥③ ❞❡s ▲✐❝❤t❡s ä♥❞❡rt s✐❝❤ ♥✐❝❤t✳ ❉❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ✐st ❞❡✜♥✐❡rt ❛❧s✿

n =
c0

cm
=

λ0 · f
λm · f =

λ0

λm

■♥ ❡✐♥❡♠ ❙❝❤✉❧✈❡rs✉❝❤ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ✇✐r ❞❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ✈♦♥ ▲✉❢t✿
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▼❛♥ ❧ässt ✐♥ ❡✐♥❡ ✈❛❦✉✉♠✐❡rt❡ ❑ü✈❡tt❡ ✭✇✉r❞❡ ✈♦r❤❡r ❛✉s❣❡♣✉♠♣t✮ ▲✉❢t ❡✐♥strö♠❡♥✳ ❉✐❡
❑ü✈❡tt❡ st❡❤t ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❞❡r ❙tr❛❤❧❡♥❣ä♥❣❡✳ ❆♥ ❜❡✐❞❡♥ ❊♥❞❡♥ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❙❝❤❡✐❜❡✱
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❞❡r ▲❛s❡rstr❛❤❧ ❣❡❤❡♥ ❦❛♥♥✳ ▼❛♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✱ ❞❛s ■♥t❡r❢❡r❡♥③❜✐❧❞✱ ✇ä❤r❡♥❞ s✐❝❤
❞✐❡ ❑ü✈❡tt❡ ✇✐❡❞❡r ♠✐t ▲✉❢t ❢ü❧❧t✱ ❛❧s♦ ❞❡♠ ❯♠❣❡❜✉♥❣s❞r✉❝❦ ❛♥♣❛sst✳ ▼❛♥ ❡r❦❡♥♥t✱ ❞❛ss
❞❛s ■♥t❡r❢❡r❡♥③♠✉st❡r ✇❛♥❞❡rt✳ ❉✐❡ ❑r❡✐s❡ ❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤ ✈♦♥ ❍❡❧❧ ③✉ ❉✉♥❦❡❧ ✉s✇✳ ▼❛♥
③ä❤❧t ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❍❡❧❧✲❉✉♥❦❡❧✲P❤❛s❡♥✿ ∆s = 16λ✳ ❍✐❡r ✐st ❦❂✶✻✳ ❦ ❣✐❜t ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧
❞❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❛♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡ ❧✉❢t❧❡❡r❡ ❑❛♠♠❡r ❞❡r ▲ä♥❣❡ ▲ ✏♣❛ss❡♥✏✳ ❍✐❡r ❣✐❧t✱ ❞❛ss
s✐❝❤ ❦ ✉♠ ✶✻ ❡r❤ö❤t ❤❛t✱ ❛❧s♦✿

k · λ0 = (k + 16) · λm

❜③✇✳✿

k · λ0 = (k + 16) · λ0

n
✭✶✻✮

❋ür ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❑ü✈❡tt❡ ❣✐❧t✿

L = k · λ0 ⇒ k =
L

λ0

❉❡♠♥❛❝❤ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❑ü✈❡tt❡ ❦ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❞❡s ▲❛s❡rs ✐♠ ❱❛❦✉✉♠ ✭λ0✮✳
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✻ ❦❛♥♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ♥ ✉♠❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✿

n =
k + 16

k
= 1 +

16

k
= 1 +

16λ0

L

❉✐❡ ❱❛❦✉✉♠✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ λ0 ❞❡s ✐♠ ❱❡rs✉❝❤ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❍❡✲◆❡✲▲❛s❡rs ❜❡trä❣t✿ 6, 328 ·
10−9m✳ ❉✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡r ❑ü✈❡tt❡ ❜❡trä❣t ✵✱✵✺✻♠✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥✲
❞❡① ❞❡r ▲✉❢t✿ n(Luft) = 1, 0001808✳ ❉❡r ▲✐t❡r❛t✉r✇❡rt ❧✐❡❣t ❜❡✐ n(Luft) = 1, 0003✳

❆✉❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ▼✐❝❤❡❧s♦♥✲■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞✐①❡ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❍✐❡r❜❡✐
♠✉ss ❜❡❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛s ❞✐❡ ❑ü✈❡tt❡ ✈♦♠ ▲✐❝❤t ③✇❡✐♠❛❧ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥ ✇✐r❞✳

✺✳✼ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✿ ❙❝❤❛❧❧✱ ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧✉♥❣

❙❝❤❛❧❧✿

▼❛♥ ❡♥t❢❡r♥t s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡ ❙tr❡❝❦❡ ❛ ✉♥❞ ❜❡st✐♠♠t ❛❦✉st✐s❝❤ ♠✐t ❞❡♥ ❖❤r❡♥ ❞✐❡ ▼❛✲
①✐♠❛ ✉♥❞ ♠❛r❦✐❡rt ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❙t❡❧❧❡♥✳ ▼❛♥ ♥❡❤♠❡ ❛♠ ❜❡st❡♥ ❞❡♥ ❆❜st❛♥❞ ❞❡r
✵✳ ❖r❞♥✉♥❣ ③✉♠ ✶✳ ▼❛①✐♠❛ ✐♠ ❆❜st❛♥❞ d1✳ ❉❛♠✐t✿ λ = sin[tan−1(d1

a
) · g]

❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧✉♥❣✿

❋ür ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧❡♥ ♥✉t③t ♠❛♥ ❞✐❡ ❇r❛❣❣✬s❝❤❡
❘❡✢❡①✐♦♥s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✭❆❜s❝❤♥✳✺✳✹✮✳ ❊s ❣✐❧t✿

2d sinϕ = kλ ✱(k = 1, 2, 3...)✳
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▼❛♥ ♠✐sst ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❩ä❤❧r♦❤r ✭●❡✐❣❡r✲▼ü❧❧❡r✲❩ä❤❧r♦❤r✮ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧✱ ✉♥t❡r ❞❡♥❡♥ ▼❛①✐♠❛
❛✉❢tr❡t❡♥ ✉♥❞ ❜❡st✐♠♠t s♦ ❜❡✐ ❜❡❦❛♥♥t❡r ◆❡t③❡❜❡♥❡ ❞ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✳

✺✳✽ ❙♣❡❦tr❡♥✉♥t❡rs✉❝❤✉♥❣✿ ♦❜❥❡❦t✐✈❡ ✉♥❞ s✉❜❥❡❦t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞❡✱ Pr✐s♠❛

❇❡✐ ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥
❙♣❡❦tr❡♥✉♥t❡rs✉❝❤✉♥❣
✇❡r❞❡♥ ❞✐✈❡rs❡ ❆r✲
t❡♥ ✈♦♥ ▲✐❝❤t ✉♥t❡r✲
s✉❝❤t✳ ❉❛❜❡✐ ✉♥t❡r✲
s✉❝❤t ♠❛♥ ♠❡✐st ❞✐❡
❙♣❡❦tr❡♥ ✈♦♥ ●❛s❡♥
✇✐❡ ❲❛ss❡rst♦✛ ♦❞❡r

◆❛tr✐✉♠✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ♦❜❥❡❦t✐✈❡ ♦❞❡r ❞✐❡ s✉❜❥❡❦t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❛♥✇❡♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ♦❜✲
❥❡❦t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❡r❦❧ärt ✉♥❞ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t✳ ▼❛♥ s❝❤✐❝❦t ▲✐❝❤t
❞✉r❝❤ ❡✐♥ ●✐tt❡r ✉♥❞ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ❡✐♥❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③❡rs❝❤❡✐♥✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❙❝❤✐r♠✳ ❖❜❥❡❦t✐✈
❞❡s❤❛❧❜✱ ✇❡✐❧ ❢ür ❥❡❞❡♥ ❇❡tr❛❝❤t❡r ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❣❧❡✐❝❤ ❡rs❝❤❡✐♥t✳

❇❡✐ ❞❡r s✉❜❥❡❦t✐✈❡♥ ▼❡t❤♦❞❡ ❤ä❧t ♠❛♥ ❡✐♥ s♦❣❡♥❛♥♥t❡s ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥s❣✐tt❡r ✈♦r ❞✐❡ ◆❡t③✲
❤❛✉t ❞❡s ❆✉❣❡s✳ ▼❛♥ ❡r❦❡♥♥t ❞✐❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③❡rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥✳ ▼✐t❤✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ✐♥ ❡✐♥❡r ❜❡✲
st✐♠♠t❡♥ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ❛ ❛♥❣❡❜r❛❝❤t❡♥ ▲✐♥❡❛❧s ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❆❜stä♥❞❡ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉✐❡
♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✐st ❞✐❡s❡❧❜❡ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r
♦❜❥❡❦t✐✈❡♥ ▼❡t❤♦❞❡✳ ❍✐❡r ❡rs❝❤❡✐♥t ❥❡❞❡♠ ❞✐❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③❡rs❝❤❡✐♥✉♥❣ ❡t✇❛s ❛♥❞❡rs✱ ❛❧s♦
s✉❜❥❡❦t✐✈✱ ❞❛ ❞✐❡ ◆❡t③❤❛✉t ✈❡r❡r❜✉♥❣s❜❡❞✐♥❣t ❜❡✐ ❥❡❞❡♠ ▼❡♥s❝❤❡♥ ❡t✇❛s ❛♥❞❡rs ❡✐♥❣❡✲
st❡❧❧t ✐st✱ ✇❡s❤❛❧❜ ❥❡❞❡r s❡✐♥❡ ❡✐❣❡♥❡ P♦s✐t✐♦♥ ✈♦r ❞❡♠ ●✐tt❡r ✜♥❞❡♥ ♠✉ss✳ ❩✉r ❊r✐♥♥❡r✉♥❣✿

tan(α)d1
a
→ α = tan−1(d1

a
) ✉♥❞ ❛✉❝❤ ❤✐❡r✿ sin (α) = δ

g
♠✐t k = δ · λ✳

❆✉❝❤ ♠✐t ❡✐♥❡♠ Pr✐s♠❛ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ❡r③❡✉❣❡♥✳ ▼❛♥ ❡r❤ä❧t ❥❡❞♦❝❤ ♥✉r ❡✐♥
❙♣❡❦tr✉♠✱ ❞❛s ❛✉❢❣r✉♥❞ stär❦❡r❡r ■♥t❡♥s✐tät ❤❡❧❧❡r ❡rs❝❤❡✐♥t✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉♠ ●✐tt❡r
✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❦ür③❡r❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ stär❦❡r ❛❜❣❡❧❡♥❦t✳ ❉✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ✐st
✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❦♦♠♣❧✐③✐❡rt❡r✳

✺✳✾ ❑♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡ ❙♣❡❦tr❡♥ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✈♦♥ ❍✱ ❍❣ ✉♥❞ ◆❛

❯♥t❡rs✉❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❙♣❡❦tr❡♥ ✈♦♥ ❍✱ ❍❣✱ ✉♥❞ ◆❛ ♠✐t ❉❛♠♣✢❛♠♣❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡
✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ■♥t❡r❢❡r❡♥③♠✉st❡r✳ ❏❡❞❡s ❞✐❡s❡r ▼✉st❡r ✐st ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✲
t✐s❝❤ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❙t♦✛✳ ❇❡✐ ❛❧❧❡♥ ❞r❡✐❡♥ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ▲✐♥✐❡♥s♣❡❦tr❡♥✳ ❊s ❣✐❜t ❥❡❞♦❝❤
❛✉❝❤ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡ ❙♣❡❦tr❡♥ ✭③✳❇✳ ❜❡✐ ❍❛❧♦❣❡♥❞❛♠♣✢❛♠♣❡♥✮✳ ❍✐❡r ü❜❡r✲
s❝❤♥❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥✳ ❉❛s ❙♣❡❦tr✉♠ s✐❡❤t ✈❡r❧❛✉❢❡♥ ❛✉s✱ ❞✐❡ ▲✐♥✐❡♥
s✐♥❞ ♥✐❝❤t s❝❤❛r❢✳

✸✸



✸✹



✻ ◗✉❛♥t❡♥♣❤②s✐❦

✻✳✶ ❋♦t♦❡✛❡❦t

❊✐♥❡ ❩✐♥❦♣❧❛tt❡ ✇✐r❞ ♥❡❣❛t✐✈ ❛✉❢❣❡❧❛❞❡♥✱ ❞❛s

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✿ ❱❡rs✉❝❤ ✶

❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ s❝❤❧ä❣t ❛✉s✳ ◆✉♥ ✇✐r❞ s✐❡ ♠✐t
❯❱✲▲✐❝❤t ❜❡str❛❤❧t✱ ❞❛s ❊❧❡❦tr♦s❦♦♣ ❦❡❤rt
✐♥ ❆✉s❣❛♥❣sst❡❧❧✉♥❣ ③✉rü❝❦✳ ❲✐❡❞❡r❤♦❧t ♠❛♥
❞❡♥ ❱♦r❣❛♥❣ ✉♥❞ ❤ä❧t ✈♦r ❞❡r ❇❡str❛❤❧✉♥❣
❡✐♥❡ ●❧❛s♣❧❛tt❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ▲❛♠♣❡ ✉♥❞ P❧❛t✲
t❡✱ s❝❤❧ä❣t ❞❛s ❊❑ ✐♠♠❡r ♥♦❝❤ ❛✉s✳ ❯❱✲
▲✐❝❤t ❤❛t ❛❧s♦ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ▼❡t❛❧❧
❛✉s❣❡❧öst✳ ●❧❛s ❛❞s♦r❜✐❡rt ❯❱✲▲✐❝❤t✱ ✇❡s✇❡✲
❣❡♥ ♥✐❝❤ts ❣❡s❝❤❛❤✳ ❉❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❣❡s❝❤✐❡❤t
s♦❢♦rt✳ ❩✉❞❡♠ ❜❡st✐♠♠t ♥✐❝❤t ❞✐❡ ■♥t❡♥s✐✲
tät✱ s♦♥❞❡r♥ ❞✐❡ ❋r❡q✉❡♥③ ❛♥✱ ♦❜ ❊❧❡❦tr♦✲

♥❡♥ ❛✉s❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥ ✭❂❲✐❞❡rs♣r✉❝❤ ③✉r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦✮✦

✻✳✷ ▲✐❝❤t❡♥❡r❣✐❡ ♠✐t ●❡❣❡♥❢❡❧❞♠❡t❤♦❞❡

❖♣t✐s❝❤❡r ❆✉❢❜❛✉✱ ♠✐t ❛✳

◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r✲❉❛♠♣✢❛♠♣❡✱ ❜✳ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s✜❧t❡r✱

❝✳ ▲✐♥s❡✱ ❞✲❢✳ ❋♦t♦③❡❧❧❡ ❙❝❤❛❧t♣❧❛♥ ▼❡ss❛♣♣❛r❛t✉r

❯♠ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ▲✐❝❤t❡s WL ③✉ ♠❡ss❡♥✱ ♥✉t③t ♠❛♥ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ●❡❣❡♥❢❡❧❞♠❡t❤♦❞❡
✭❍❛❧❧✇❛❝❤s✲❊①♣❡r✐♠❡♥t✮✳ ❉❛❜❡✐ ❣✐❧t ❢♦❧❣❡♥❞❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣✿ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ♠❛♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✱
✈♦♥ ❞❡♥❡♥ ♠❛♥❝❤❡ ❡✐♥❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ Wmax ❜❡s✐t③❡♥ ✭❦✐♥✳❊♥❡r❣✐❡✦✮✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡s❡
❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ Wel ❡✐♥❡r ❆♥♦❞❡ ❛❜❣❡❜r❡♠st ✇❡r❞❡♥✳ ❑♦♠♠❡♥
❦❡✐♥❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ♠❡❤r ③✉r ❆♥♦❞❡ ❞✉r❝❤✱ ❞✐❡ ♠❛①✳ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❜③✇✳ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r
s❝❤♥❡❧❧st❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ♠✉ss ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❡❧✳ ❋❡❧❞❡s s❡✐♥ ✭Wmax = Wel✮✳ ❉r❡❤❡♥
✇✐r ❞✐❡ ●❡❣❡♥s♣❛♥♥✉♥❣ ❞❡r ❆♥♦❞❡ s♦ ✇❡✐t ❛✉❢✱ ❞❛ss ❦❡✐♥ ❋♦t♦str♦♠ ♠❡❤r ③✉ ♠❡ss❡♥ ✐st✱
tr✐tt ❞✐❡s❡r ❩✉st❛♥❞ ❡✐♥✱ ❞✐❡ ●❡❣❡♥s♣❛♥♥✉♥❣ Ugeg ❡r❣✐❜t ♠✐t ❡ ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡
❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐♥ ❡❱✳ ❲✐r ä♥❞❡r♥ ❞✐❡ ❆rt ❞❡s ▲✐❝❤t❡s ✭❣rü♥✱ ❣❡❧❜✱ ❜❧❛✉✳✳✳✮ ✉♥❞ s♦♠✐t
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❞✐❡ ❋r❡q✉❡♥③✱ ❞✐❡ ✉♥s ❞✉r❝❤ ✈♦r❤❡r✐❣❡ ❱❡rs✉❝❤❡ ✭s✐❡❤❡ ●✐tt❡r ✉♥❞ ❉♦♣♣❡❧s♣❛❧t✮ ❜❡❦❛♥♥t
✐st✳ ❲✐r s❡❤❡♥✱ ❥❡ ❣röÿ❡r ❞✐❡ ❋r❡q✉❡♥③ ❞❡r ▲✐❝❤t❛rt✱ ❞❡st♦ ❤ö❤❡r ♠✉ss ❞✐❡ ●❡❣❡♥s♣❛♥♥✉♥❣
Ugeg ❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❋♦t♦str♦♠ ✈♦♥ ✵ ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❉✐❡ ♠❛①✳ ❊♥❡r❣✐❡ st❡✐❣t ❛❧s♦✦

❚rä❣t ♠❛♥ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❣❡❣❡♥ ❢ ✐♥ 10−14Hz ❛✉❢✱
s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t✿

❊s ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❋♦t♦✲
❡❧❡❦tr♦♥❡♥ ♠✐t ❞❡r ❋r❡q✉❡♥③ ❞❡s ▲✐❝❤t❡s
st❡✐❣t✱ ❛❧s♦ ❞❡r ❋♦t♦str♦♠ stär❦❡r ✇✐r❞ ✭♠❡❤r
❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛✉s❣❡s❝❤❧❛❣❡♥✮✳ ❋♦❧❣✲
❧✐❝❤ ❣✐❧t✱ ❞✐❡ ▲✐❝❤t❡♥❡r❣✐❡WL ≈ f ✳ ❊s ③❡✐❣t
s✐❝❤✿ WL = kf ✳ ❉✐❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐täts❦♦♥✲
st❛♥t❡ ❦❂❤ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❙t❡✐❣✉♥❣
❞❡r ●❡r❛❞❡♥✿

h = ∆Wmax

∆f
= 6, 626 · 10−34Js✳

❉✐❡s❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❑♦♥st❛♥t❡ ✐st ❞✐❡ ♥❛❝❤
❞❡♠ ❜❡rü❤♠t❡♥ P❤②s✐❦❡r ❜❡♥❛♥♥t❡ P❧❛♥❦✬s❝❤❡
❑♦♥st❛♥t❡✦ ▼❛♥ ❡r❦❡♥♥t ❛✉❝❤✱ ❞❛ss ❡✐♥❡
❜❡st✐♠♠t❡ ❆❜❧ös❡❛r❜❡✐t ✈❡rr✐❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥
♠✉ss✱ ✉♠ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❛✉s③✉❧ös❡♥✳ ❉✐❡s❡

❆❜❧ös❡❛r❜❡✐t ✇✐r❞ ✈♦♥ ❞❡r ▲✐❝❤t❡♥❡r❣✐❡ s✉❜tr❛❤✐❡rt✱ ♠✐t ❞❡r ●❡r❛❞❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ y = mx+b

❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❋♦r♠❡❧ ❢ür ❞✐❡ ♠❛①✳ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❋♦t♦❡❧❡❦tr♦♥❡♥✿

Wmax = h · f −WA

❉✐❡ ❆❜❧ös❡❛r❜❡✐t ❤ä♥❣t ✈♦♠ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❞❡s ▼❡t❛❧❧s ❛❜✳ ❇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥
▼❡t❛❧❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s♦ ♥✐❝❤t ✐♠♠❡r ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡r ❋r❡q✉❡♥③ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❛✉s❣❡❧öst✦ ❆♥ ❞❡♠
P✉♥❦t✱ ✇♦ ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✵ ❜❡trä❣t ✭Wmax = 0 → ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t✦✮✱
✇❡r❞❡♥ ❣❡r❛❞❡ ❦❡✐♥❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❛✉s❣❡❧öst✳ ❇❡✐ ❡t✇❛s ♠❡❤r ❊♥❡r❣✐❡✱ ❦♦♠♠t ❡s ③✉r ❆✉s✲
❧ös✉♥❣✳ ❉✐❡s❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ●r❡♥③❢r❡q✉❡♥③ fgr❤✐❧❢t ❜❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❆❜❧ös❡❛r❜❡✐t
WA✿

0 = hf −WA → WA = hf

❆♥ ❞✐❡s❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ③❡✐❣t s✐❝❤ ❞✐❡ ❜❛❤♥❜r❡❝❤❡♥❞❡ ❊♥t❞❡❝❦✉♥❣ ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ◗✉❛♥✲
t❡♥♣❤②s✐❦✳ ❊s ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ▲✐❝❤t ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✉♥❞ ❊♥❡r✲
❣✐❡❧❡❤r❡ ✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t✳ ▲✐❝❤t ❣✐❜t s❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ P♦rt✐♦♥❡♥✱ ❞❡♥ ▲✐❝❤tq✉❛♥t❡♥ WL = hf

❛❜✦ ❉✐❡ ■♥t❡♥s✐tät ❞❡s ▲✐❝❤t❡s s♣✐❡❧t ❜❡✐ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ ✭♥✉r ❜❡✐ ❞❡r ❆♥③❛❤❧

✸✻



❛♥ P❤♦t♦♥❡♥✮✱ ♦❜✇♦❤❧ s✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ❞✐❡ ❋❡❧❞stär❦❡ ❊
❞❡r ▲✐❝❤t✇❡❧❧❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✐❤r❡ ❊♥❡r❣✐❡ st❡✐❣❡r♥ s♦❧❧t❡✳ ❊s ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❋♦t♦❡❧❡❦tr♦♥❡♥
❣❡r✐♥❣❡r❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡r ❊♥❡r❣✐❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡ WL = hf ❜❡s✐t③❡♥✳ ■♠ ❍❛❧❧✲
✇❛❝❤s❡①♣❡r✐♠❡♥t ❦♦♠♠❡♥ ❞✐❡s❡ ♥ä♠❧✐❝❤ ❛✉s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❚✐❡❢❡♥ ❞❡s ▼❡t❛❧❧s ✉♥❞
✈❡r❧✐❡r❡♥ ❞♦rt s❝❤♦♥ ❡✐♥❡♥ ❚❡✐❧ ✐❤r❡r ❊♥❡r❣✐❡✳ ▼❛♥ s♣r✐❝❤t ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ✧◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣
❞❡s ▲✐❝❤t❡s✧✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡r ❙tr❛❤❧✉♥❣ ✐st ❛❧s♦ q✉❛♥t✐s✐❡rt✱ ✈❡r❢ü❣❜❛r
✐♥ P♦rt✐♦♥❡♥✱ ❞❡♥ P❤♦t♦♥❡♥✳

✻✳✸ ❊♥tst❡❤✉♥❣ ❘ö♥t❣❡♥❜r❡♠ss♣❡❦tr✉♠

❚r❡✛❡♥ ✉♥t❡r ❤♦❤❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✲
t❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥ ❍✐♥❞❡r♥✐s✱ ✇❡r❞❡♥ s✐❡
st❛r❦ ❛❜❣❡❜r❡♠st✳ ❲❡r❞❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❜❡✲
s❝❤❧❡✉♥✐❣t ♦❞❡r ❛❜❣❡❜r❡♠st✱ s♦ str❛❤❧❡♥ s✐❡
❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❡❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥
❲❡❧❧❡♥ ❛✉s ✭❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣✮✳ ❉✐❡s❡ ❙tr❛❤✲
❧✉♥❣ ✇✐r❞ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❘ö♥t❣❡♥♣❤♦t♦♥❡♥
✇❡✐t❡r ✐♥ ❞❡♥ ❘❛✉♠ ❣❡s❝❤❧❡✉❞❡rt✳ ❘ö♥t❣❡♥✲
str❛❤❧✉♥❣✱ ❛✉❝❤ ❳✲❘❛②s ❣❡♥❛♥♥t✱ ✐st ❡♥t✲
st❛♥❞❡♥✳ ❙✐❡ ✐st ❞❡♠ ▲✐❝❤t s❡❤r ä❤♥❧✐❝❤ ✉♥❞
✇✐r❞ ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ♦❞❡r ♠❛❣♥❡t✐✲

s❝❤❡ ❋❡❧❞❡r ❛❜❣❡❧❡♥❦t✦ ❉✐❡ ❊♥tst❡❤✉♥❣ ✈♦♥ ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❛❧s ❯♠❦❡❤r✉♥❣
❞❡s ❋♦t♦❡✛❡❦ts ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛ ❤✐❡r ❛✉s ❊♥❡r❣✐❡ ✈♦♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ P❤♦t♦♥❡♥ ❡r③❡✉❣t ✇❡r✲
❞❡♥✮✳❉✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧✉♥❣ ✐st s❡❤r ❦❧❡✐♥ ✭✇❡♥✐❣❡r ❛❧s ❡✐♥ ◆❛♥♦♠❡t❡r✮✳
❊s ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧❡♥ ❛♥ ✇✐♥③✐❣❡♥ ●✐tt❡r♥ ✐♥t❡r❢❡r✐❡r❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ●✐t✲
t❡r st❡❧❧❡♥ ❑r✐st❛❧❧❡ ❞❛r✱ ❞✐❡ ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ◆❡t③❡❜❡♥❡♥ d1✱ ❜③✇✳ d2 ❜❡st❡❤❡♥✳ ▼✐t ❞❡r
❇r❛❣❣✬s❝❤❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥s❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✭s✐❡❤❡ ❆❜s❝❤♥✳ ✺✳✹✮ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❦♦♥str✉❦t✐✈❡ ■♥✲
t❡r❢❡r❡♥③✿

δ = 2d · sinϕ ✭♠✐t✿ δ = k · λ✮

❉❛ ❡s ❛✉❝❤ ❤✐❡r ▼❛①✐♠❛ ✉♥❞ ▼✐♥✐♠❛ ❣✐❜t✱ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧✉♥❣ ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t s✐❝❤t❜❛r ✐st✱ ♠✉ss
♠❛♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❩ä❤❧r♦❤r ✭●●▼✲❩ä❤❧❡r✮ ❞✐❡ ■♥t❡♥s✐tät ✭■♠♣✉❧s❡✮ ♠❡ss❡♥✳ ▼❛♥ ❞✉r❝❤❢ä❤rt
❧❛♥❣s❛♠ ❛❧❧❡ ❘❡✢❡①✐♦♥s✇✐♥❦❡❧ ✉♥❞ ♠✐sst ▼❛①✐✲✉♥❞ ▼✐♥✐♠❛ ✭❉❡②❜❡✲❙❝❤❡rr❡r✲❱❡r❢❛❤r❡♥✮✳
▼❛♥ ❦❛♥♥ ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧❡♥ ❛✉❝❤ ❛♥ ❋❧♦✉r❡s③❡♥③❜✐❧❞s❝❤✐r♠❡♥ s✐❝❤t❜❛r ♠❛❝❤❡♥✱ ❥❡❞♦❝❤ ✐st
❡✐♥❡ ▼❡ss✉♥❣ ❞❛♠✐t ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✳
▼❛♥ ❡r❦❡♥♥t ❞✐❡ ❊♥st❡❤✉♥❣ ❞❡s ❘ö♥t❣❡♥s♣❡❦tr✉♠s✳ ❉✐❡ ❇r❡♠sstr❛❤❧✉♥❣ ❜✐❧❞❡t ❞❡♥ ✉♥t❡✲
r❡♥✱ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡♥ ❚❡✐❧ ♦❤♥❡ ❤♦❤❡ P❡❛❦s✳ ❉✐❡ st❛r❦❡♥ ❆♠♣❧✐t✉❞❡♥ ❜✐❧❞❡♥ ❞✐❡ ❝❤❛r❛❦✲
t❡r✐st✐s❝❤❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ❞❡s ❆♥♦❞❡♥♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ♣r❛❧❧❡♥✳ ❊s ✇❡r❞❡♥
❜❡✐ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ✭❛❧s♦ ❋r❡q✉❡♥③❡♥ → ❊♥❡r❣✐❡✮ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❙❝❤❛❧❡♥
❛✉❢ ❡✐♥ ❤ö❤❡r❡s ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉ ❣❡❤♦❜❡♥✱ ❞❛ss s✐❡ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❧❛♥❣❡ ❤❛❧t❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❇❡✐♠
◗✉❛♥t❡♥s♣r✉♥❣ ③✉rü❝❦ ❛✉❢ ❞❛s ❛❧t❡ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉✱ ✇✐r❞ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ③✉sät③✲
❧✐❝❤❡♥ ❡❧❡❦tr♦♠❛❣♥❡t✐s❝❤❡♥ P❤♦t♦♥❡♥ ❢r❡✐✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❆✉ss❝❤❧ä❣❡ ✐♠ ❙♣❡❦tr✉♠ ❡r③❡✉❣❡♥✳
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❆♥❛❧♦❣ ③✉♠ ❋♦t♦❡✛❡❦t s♦❧❧t❡ ❛✉❝❤ ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧✉♥❣ q✉❛♥t✐s✐❡rt s❡✐♥ ✭W = hf✮✳ ❲✐r
❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ UB✳ ❏❡❞❡s ❊❧❡❦tr♦♥ ❡r❤ä❧t ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡
E = eUB✳ ●✐❜t ❡✐♥ ❊❧❡❦tr♦♥ s❡✐♥❡ ❣❡s❛♠t❡ ❊♥❡r❣✐❡ Wmax ✐♥ ❋♦r♠ ❡✐♥❡s P❤♦t♦♥s ❛❜✱
s♦ ♠✉ss ❣❡❧t❡♥✿ eUB = hf ✳ ❉❛s ❡♥st❡❤❡♥❞❡ ❘ö♥t❣❡♥q✉❛♥t ❤❛t ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧st ♠ö❣❧✐❝❤❡
❋r❡q✉❡♥③ fmax = eUB

h
✳ ❊s ❣✐❜t ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✭●r❡♥③✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✮✱ ❛❜

❞❡r ❘ö♥t❣❡♥str❛❤❧✉♥❣ ❡♥tst❡❤t λmin = c
fmax

✉♥❞ ✇♦ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥ ❛♠ ❣röÿt❡♥
✐st✦ ❉✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥❣r❡♥③❡ ✐st ❜❡st✐♠♠t✱ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ss♣❛♥♥✉♥❣✱ ❞❛ ❞✐❡s❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉r ❋r❡q✉❡♥③ ✐st✳ ❉❛s ❙♣❡❦tr✉♠ ③✐❡❤t s✐❝❤ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❜✐s ✐♥s ❯♥❡♥❞❧✐❝❤❡✱
❞❛ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❛✉❝❤ ❡①tr❡♠ ❦❧❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡♣♦rt✐♦♥❡♥ ❛❜❣❡❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❲✐r ✇✐ss❡♥✱
❞❛ss ✇✐❡ λ ❛✉❝❤ ♠✐t ❞❡r ❇r❛❣❣✲❘❡✢❡①✐♦♥ ❜❡st✐♠♠❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆❧s♦ ❤❛❜❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡
▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❤ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✿

h =
λmin · UB · e

c
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✻✳✹ ✭❈♦♠♣t♦♥✲❊✛❡❦t✮

▼✐t ❊✐♥st❡✐♥✬s E = mc2 ❣✐❧t ❢♦❧❣❡♥❞❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣ ❢ür ▼❛ss❡ ✉♥❞ ■♠♣✉❧s ❡✐♥❡s P❤♦t♦♥s✿

WL = hf → E = WL → mc2 = hf ⇒ mph =
h · f
c2

❋ür ❡✐♥❡♥ ■♠♣✉❧s p = mv ❣✐❧t✿ pph = mph · v = mph · c✳ ❊✐♥s❡t③❡♥ ✈♦♥ mph✿

pph = hf
c2

· c ❣❡❦ür③t✿ pph = hf
c

= h
λ
✳ ❙♦✈✐❡❧ ③✉ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣✳ ❊✐♥❡♠ P❤♦t♦♥

❦❛♥♥ ❛❧s♦ tr♦t③ ❲❡❧❧❡♥❜❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❡✐♥ ■♠♣✉❧s ❯◆❉ ❡✐♥❡ ▼❛ss❡ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡
s✐❝❤ ❛✉s ●röÿ❡♥ ❢ür ❲❡❧❧❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③❡♥✦ ❉❡r ❈♦♠♣t♦♥✲❊✛❡❦t ❜❡✇❡✐st ❞✐❡ ❊①✐st❡♥③
✈♦♥ P❤♦t♦♥❡♥ ❛❧s ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞❛ s✐❡ s✐❝❤ ♠❛♥❝❤♠❛❧ ✇✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡ ❖❜❥❡❦t❡ ❞❡r ♥❡✇t♦♥✬s❝❤❡♥
▼❡❝❤❛♥✐❦ ✈❡r❤❛❧t❡♥✳

■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✐st ❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥st♦ÿ ❡✐♥❡s ❘ö♥t❣❡♥q✉❛♥ts ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❊❧❡❦tr♦♥ ❞❛r✲
❣❡st❡❧❧t✳ ◆❛❝❤ ❞❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥st♦ss ✈❡r❧✐❡rt ❡s ❣❡♠äÿ ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞
❣❡♠äÿ ■♠♣✉❧s❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❚❡✐❧❡ ❞❡s ■♠♣✉❧s❡s✳ ❉✐❡ ✈❡r❧♦r❡♥❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✭■♠♣✉❧s✮ ✇❡r❞❡♥
❛♥ ❞❛s ❊❧❡❦tr♦♥ ✇❡✐t❡r❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❛ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✱ ✈❡rr✐♥❣❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❋r❡q✉❡♥③
❞❡s ◗✉❛♥ts ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✳ ❉✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ✈♦♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❩✉✲
s❛♠♠❡♥st♦ÿ✿ ∆λ = λ′ − λ = λc − (cosβ) ✭❡♠♣✐r✐s❝❤❡s ▼❡ss❡r❣❡❜♥✐s✮✳ λc ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ❞✐❡
s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❈♦♠♣t♦♥✲❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❡✐♥❡s P❤♦t♦♥s✳ ▼✐t pph = h

λ
❡r❣✐❜t s✐❝❤✿

me · d =
h

λc
⇒ λc =

h

mec

✻✳✺ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❜❡✉❣✉♥❣s✈❡rs✉❝❤

❇❡✉❣✉♥❣ ✉♥❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ tr❡t❡♥ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❛✉❢✳ ❉❡r P❤②s✐❦❡r ❉❡ ❇r♦❣❧✐❡ ü❜❡r✲
❧❡❣t❡✱ ✇❡♥♥ ♠❛♥ P❤♦t♦♥❡♥ ❡✐♥❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ③✉♦r❞♥❡♥ ❦❛♥♥✱ s✐❝❤❡r ❣✐❧t ❞✐❡s ❛✉❝❤ ❢ür
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❊❧❡❦tr♦♥❡♥✭❚❡✐❧❝❤❡♥❜❡tr❛❝❤t✉♥❣✦✮✳ ▼✐t ❞❡♠ ■♠♣✉❧s p = mv✿ λB = h
p
= hmv✳ ▼❛♥ ♥✉t③t

✇✐❡❞❡r ❞❛s ❉❡❜②❡✲❙❝❤❡rr❡r✲❱❡r❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇r❛❣❣✬s❝❤❡ ❘❡✢❡①✐♦♥s❜❡❞✐♥❣✉♥❣✳ ❊❧❡❦tr♦✲
♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ss♣❛♥♥✉♥❣ UB ✐♥ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥rö❤r❡ ❣❡s❝❤♦ss❡♥
✉♥❞ ❛♠ ●r❛♣❤✐t❦r✐st❛❧❧ ✉♥t❡r ❡✐♥❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ❣❡❜❡✉❣t ❍❡r❧❡✐t✉♥❣✿

❆✉s ❆❜❜✳ ✷✳ ❡♥t♥✐♠♠t ♠❛♥✿ sin 2ϕ = r
l

ϕ ✐st s❡❤r ❦❧❡✐♥ ✭≤✶✵◦✮✱ ❡s ❣✐❧t ✐♥ ◆ä❤❡r✉♥❣✿
sin 2ϕ ≈ 2 · sinϕ✳ ▼✐t ❇r❛❣❣✿

δ = 2 · sinϕ · d✱ ✭♠✐t δ = kλ✮✱ ✇✐r❞ 2 sinϕ = r
l
❡✐♥❣❡s❡t③t✿

2 sinϕ =
kr

l
=

kλB

d
⇒ λB =

2 sinϕ · d
k

=
rd

lk

❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐♥t❡r❢❡r✐❡r❡♥ ❢♦❧❣❧✐❝❤✳ ❉❛s ✐st ♣❛r❛❞♦①✱ ❞❡♥♥ ♠❛♥ ♠✉ss ❛❧s♦ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❛❧s
❲❡❧❧❡ ✉♥❞ ❛❧s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳ ■♥ ♠❛♥❝❤❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✈❡r❤❛❧t❡♥ s✐❡ s✐❝❤ ✇✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥✱
✐♥ ❛♥❞❡r❡♥ ✇✐❡ ❲❡❧❧❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❲❡❧❧❡✲❚❡✐❧❝❤❡♥✲❉✉❛❧✐s♠✉s✮✳ ❆✉❝❤ ♦❤♥❡ ●❧❛♥③✇✐♥❦❡❧ ϕ ❧ässt
s✐❝❤ ❞✐❡ ❉❡✲❇r♦❣❧✐❡✲❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ λB ❜❡r❡❝❤♥❡♥✿

λB = r1d1
l

♠✐t ✭k = 1✮❀ s❡❧❜✐❣❡s ❣❡❤t ♠✐t ❞❡♠ ä✉ÿ❡r❡♥ ■♥t❡r❢❡r❡♥③r✐♥❣✱ ❞❡r ♥✐❝❤t ❡t✲
✇❛ ❡✐♥❡ ③✇❡✐t❡ ❖r❞♥✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧t✱ s♦♥❞❡r♥ ❞✐❡ ❇❡✉❣✉♥❣ ❛✉s ❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❑r✐st❛❧❧❡❜❡♥❡
✭r2, d2✮✦✦✦ Ü❜❡r♣rü❢❡♥ ❞❡r ▼❡ss✇❡rt❡✿

λB = h
p
= h

mv
❀ v =

√

2UBe
me

→ r ∼ UA✳

✻✳✻ ❉❡ ❇r♦❣❧✐❡✲❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❢ür ◗✉❛♥t❡♥♦❜❥❡❦t❡ ♠✐t ❘✉❤❡♠❛ss❡

❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤ r✉❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✈❡r❢ü❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ✧❘✉❤❡♠❛ss❡✧✳ ❉❛✲
③✉ ❣❡❤ör❡♥ ③✳❇✳ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✱ Pr♦t♦♥❡♥✱ ◆❡✉tr♦♥❡♥✱ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❙❛♥❞❦ör♥❡r ❡t❝✳ P❤♦t♦♥❡♥
❤✐♥❣❡❣❡♥ ❤❛❜❡♥ ❦❡✐♥❡ ❘✉❤❡♠❛ss❡✱ ❞❛ s✐❡ s✐❝❤ ✐♠♠❡r ♠✐t ▲✐❝❤t❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❝ ❜❡✇❡❣❡♥✳
❙✐❡ ✈❡r❢ü❣❡♥ ♥✉r ü❜❡r ❡✐♥❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐s❝❤❡ ▼❛ss❡✳
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P❤♦t♦♥❡♥✿ λ(m0 = 0) (mrel =
p
c
)

❊❧❡❦tr♦♥❡♥✱Pr♦t♦♥❡♥✱ ❙❛♥❞✳✳✳✿ λB(m0 > 0)

▼❛♥ ❦❛♥♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ♠✐t ❘✉❤❡♠❛ss❡ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❉❡✲❇r♦❣❧✐❡✲❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ③✉♦r❞♥❡♥✳ ❊✐♥✐❣❡
③❡✐❣❡♥ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ❜❡✐ ❉♦♣♣❡❧s♣❛❧t✲✉♥❞ ●✐tt❡r✈❡rs✉❝❤❡♥✱ ❞♦❝❤ ❜❡✐ ③✉ ❣r♦ÿ❡♥ ❚❡✐❧❝❤❡♥
♠✉ss ❞❡r ❙♣❛❧t ❡①tr❡♠ ❦❧❡✐♥ s❡✐♥✱ ✇❡s❤❛❧❜ ♥✉r ♥♦❝❤ t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✳

✻✳✼ ❲❡❧❧❡✲❚❡✐❧❝❤❡♥✲❉✉❛❧✐s♠✉s ✉♥❞ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✬s❝❤❡ ❯♥s❝❤är❢❡r❡❧❛t✐♦♥

❉❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❲❡❧❧❡✲❚❡✐❧❝❤❡♥✲❉✉❛❧✐s♠✉s ✈❡rs✉❝❤t ③✉ ❡r❦❧är❡♥✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ◗✉❛♥t❡♥✲
♦❜❥❡❦t❡ ✈❡r❤❛❧t❡♥✳ ❆✉❢ ❞❡r ❡✐♥❡♥ ❙❡✐t❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥✈♦rst❡❧❧✉♥❣ ❞✐❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣
❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ ✐♠ ❘❛✉♠ ✭③✳❇✳ ❉♦♣♣❡❧s♣❛❧t ♠✐t ▲✐❝❤t✱ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❜❡✉❣✉♥❣✮✱ ❞✐❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥✲
✈♦rst❡❧❧✉♥❣ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❆❞s♦r♣t✐♦♥ ♦❞❡r ❊♠✐ss✐♦♥ ✭❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✈♦♥ ③✳❇✳ ❊❧❡❦tr♦✲
♥❡♥✴P❤♦t♦♥❡♥ ♠✐t ▼❛t❡r✐❡✮✳ ◗✉❛♥t❡♥♦❜❥❡❦t❡ ❦ö♥♥❡♥ s✐❝❤ ✇✐❡ ❜❡✐❞❡s ✈❡r❤❛❧t❡♥✳

❉✐❡ ✈♦♥ ❲❡r♥❡r ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡ ❯♥✲
s❝❤är❢❡r❡❧❛t✐♦♥ ♦❞❡r ❯♥❜❡st✐♠♠t❤❡✐tsr❡❧❛✲
t✐♦♥ ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss ❜❡st✐♠♠t❡ P❛❛r❡ ✈♦♥ ❊✐✲
❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✱ ✇✐❡ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❖rt ✉♥❞ ■♠✲
♣✉❧s✱ ❡✐♥❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥s ♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❜❡❧✐❡✲
❜✐❣ ❣❡♥❛✉ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❏❡ ❣❡✲
♥❛✉❡r ♠❛♥ ❞❛s ❡✐♥❡ ♠✐sst✱ ❞❡st♦ ✉♥❣❡♥❛✉❡r
✇✐r❞ ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡s ❛♥❞❡r❡♥✳ ❲✐r❞ ❞❡r ❖rt
❡①❛❦t ❣❡♠❡ss❡♥✱ ❛❧s♦ ♦❤♥❡ ❥❡❞❡ ❯♥❣❡♥❛✉✐❣✲
❦❡✐t✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ü❜❡r ❞❡♥ ■♠♣✉❧s ü❜❡r❤❛✉♣t
❦❡✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡ ♠❡❤r tr❡✛❡♥✳ ❯♠❣❡❦❡❤rt ❣✐❧t
❞❛ss❡❧❜❡✳ ❉❛s ✐st ❦❡✐♥❡ ❋♦❧❣❡ ✈♦♥ ✉♥❛✉s❣❡✲
r❡✐❢t❡r ▼❡sst❡❝❤♥✐❦ ♦❞❡r ❞❡r ❙❝❤✉ss❡❧✐❣❦❡✐t
❞❡s ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ P❡rs♦♥❛❧s✱ s♦♥❞❡r♥ ❡✐✲
♥❡ ♣r✐♥③✐♣✐❡❧❧❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❞❡r ◆❛t✉r✳ ❉✐❡✲
s❡ ❯♥❜❡st✐♠♠t❤❡✐t ❤ä♥❣t ♠✐t ❞❡♠ ❲❡❧❧❡✲
❚❡✐❧❝❤❡♥✲❉✉❛❧✐s♠✉s ③✉s❛♠♠❡♥ ❥❡ ❣❡♥❛✉❡r
❞✐❡ P♦s✐t✐♦♥ ❡✐♥❡s P❤♦t♦♥s ❜❡❦❛♥♥t ✐st✱ ❞❡✲
st♦ ✉♥❣❡♥❛✉❡r ❦❡♥♥t ♠❛♥ s❡✐♥❡♥ ■♠♣✉❧s✳ ❉❡r
■♠♣✉❧s ❡✐♥❡s P❤♦t♦♥s ✐st ❛❜❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ③✉ s❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✳ ❏❡ ❣❡♥❛✉❡r ❛❧s♦ ❞❡r
❖rt ❡✐♥❡s P❤♦t♦♥s ❜❡❦❛♥♥t ✐st✱ ❞❡st♦ ✇❡♥✐❣❡r ❣❡♥❛✉ ❦❡♥♥t ♠❛♥ s❡✐♥❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✉♥❞
✉♠❣❡❦❡❤rt✳ ❊✐♥ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐s❝❤❡r ❲❡❧❧❡♥③✉❣ ❛❧s♦ ❡✐♥❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ❡✐♥③✐❣❡♥ ❡①❛❦t❡♥
❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✐st ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❧❛♥❣✳ ❙❡✐♥ ❖rt ✐st ❛❧s♦ ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ ✉♥❜❡st✐♠♠t✳ ❉❛ s❡✐♥❡
❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ✐st✱ ✐st s❡✐♥ ■♠♣✉❧s ❞❛❣❡❣❡♥ ❡①❛❦t ❜❡st✐♠♠t✳ ❍❛t ♠❛♥ ❞❛❣❡❣❡♥
❡✐♥ ❲❡❧❧❡♥♣❛❦❡t ♠✐t ❡✐♥❡r s❡❤r ❡♥❣❡♥ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ❛❧s♦ ❡✐♥ ●❡❜✐❧❞❡✱ ❞❡ss❡♥
❆♠♣❧✐t✉❞❡ ü❜❡r❛❧❧ ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞✐❡s❡r ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣ ♥✉❧❧ ✐st ♠✉ss ❞✐❡s❡s ❲❡❧❧❡♥♣❛❦❡t ❛✉s

✹✶



s❡❤r ✈✐❡❧❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t s❡✐♥✳ ❉❡♥♥ ♥✉r ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ Ü❜❡r❧❛❣❡r✉♥❣ ✈✐❡✲
❧❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡r ❆✉s❧ös❝❤✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥ ❛✉ÿ❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣✳ ❊✐♥
s♦❧❝❤❡s ❲❡❧❧❡♥♣❛❦❡t ❤❛t ❛❧s♦ ❡✐♥❡♥ s❡❤r ❣❡♥❛✉ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❖rt✱ ❛❜❡r ❡✐♥❡♥ ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥
■♠♣✉❧s✱ ❞❛ ❡s ❥❛ ❛✉s ✈✐❡❧❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡s❡t③t ✐st ✉♥❞ ③✉ ❥❡❞❡r ❞✐❡s❡r ❲❡❧✲
❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❣❡❤ört ❡✐♥ ■♠♣✉❧s✳ ◆✉♥ ✇✐r❞ ♠❛♥ ❞✐❡ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡ ❲❡❧❧❡ ❛♠ ❡❤❡st❡♥
❛❧s ❲❡❧❧❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✱ ❞❛s ❡♥❣ ❜❡❣r❡♥③t❡ ❲❡❧❧❡♥♣❛❦❡t ❞❛❣❡❣❡♥ ❛❧s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❛✉✛❛ss❡♥✳ ▼✐t
❛♥❞❡r❡♥ ❲♦rt❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ♠❛♥ ❡✐♥ P❤♦t♦♥ ❛❧s rä✉♠❧✐❝❤ ❡✐♥❣❡❣r❡♥③t❡s ❲❡❧❧❡♥♣❛❦❡t ♦❞❡r
❚❡✐❧❝❤❡♥✱ s✐♥❞ s❡✐♥❡ ❲❡❧❧❡♥❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❢❡stst❡❧❧❜❛r✳ ❯♠❣❡❦❡❤rt ❣✐❧t ❞❛s ●❧❡✐✲
❝❤❡ ❞❡r ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐s❝❤❡ ❲❡❧❧❡♥③✉❣ ❤❛t ❦❡✐♥❡ ❚❡✐❧❝❤❡♥❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✳ ❇❡✐❞❡s ❚❡✐❧❝❤❡♥✲
✉♥❞ ❲❡❧❧❡♥❜✐❧❞ s✐♥❞ ❥❡❞♦❝❤ ♥✉r ●r❡♥③❢ä❧❧❡ ♠✐t ❜❡❣r❡♥③t❡r ●ü❧t✐❣❦❡✐t✳ ❏❡ ♥❛❝❤ ❇❡♦❜❛❝❤✲
t✉♥❣ ✐st ❞❛s ❡✐♥❡ ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡ ♠❡❤r ♦❞❡r ✇❡♥✐❣❡r ❣ü❧t✐❣✳ ✭❉❛s ●❡s❛❣t❡ ❣✐❧t ♥✐❝❤t ♥✉r ❢ür
P❤♦t♦♥❡♥ ❛✉❝❤ ❚❡✐❧❝❤❡♥ ✇✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❤❛❜❡♥ ❲❡❧❧❡♥❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥ ❞❡♠
❲❡❧❧❡✲❚❡✐❧❝❤❡♥✲❉✉❛❧✐s♠✉s✳✮

✻✳✽ ✭❲❡❧❝❤❡r✲❲❡❣✲❋r❛❣❡ ❛❧s ●❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t✮

❉❡r ❑♥❛❧❧❡rt❡st ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t
❞✐❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ❞❡s s♦✲
❣❡♥❛♥♥t❡♥❑♦♠❧❡♠❡♥t❛✲
r✐täts♣r✐♥③✐♣s✱❛❧s♦ ❞❛ss ❲❡❧❧❡♥✲
✉♥❞ ❚❡✐❧❝❤❡♥♠♦❞❡❧❧ s✐❝❤ ✐♥
❞❡r ◗▼ ❡r❣ä♥③❡♥✳ ■♥ ❜❡✐✲
❞❡ ❞❡r ❙tr❛❤❧❡♥❣ä♥❣❡ ❡✐✲
♥❡s ▼❛❝❤✲❩❡❤♥❞❡r✲■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs
✇✐r❞ ❥❡ ❡✐♥❡ ❑✉❣❡❧ ❣❡❧❡❣t✳
❊s ❣✐❜t ③✇❡✐ ❆rt❡♥ ✈♦♥ ❑✉✲
❣❡❧♥✱ ❤❡✐❧❡ ✉♥❞ ❞❡❢❡❦t❡ ❑✉✲
❣❡❧♥✳ ❉❡❢❡❦t❡ ❑✉❣❡❧♥ ❡①✲
♣❧♦❞✐❡r❡♥ ❜❡✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥✲
st♦ÿ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ◗✉❛♥t✱ ❤❡✐✲
❧❡ ❑✉❣❡❧♥ ♥✐❝❤t✳ ❊s st❡❧❧t
s✐❝❤ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ✧❲❡❧❝❤❡r✲
❲❡❣✲❋r❛❣❡✧✳ ❲❡❧❝❤❡♥❲❡❣
✇✐r❞ ❞❛s ◗✉❛♥t ♥❡❤♠❡♥ ✭❡s

❦❛♥♥ ❛♠ ❙♣✐❡❣❡❧ r❡✢❡❦t✐❡rt ♦❞❡r ❣❡❜r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✮❄ ❯♠ ❞✐❡ ❲❲✲❋r❛❣❡ ③✉ ❜❡❛♥t✇♦rt❡♥
♠✉ss ❡✐♥❡ ❞❡❢❡❦t❡ ❑✉❣❡❧ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❤❡✐❧❡ ❑✉❣❡❧ ✐♥ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❡♥❣ä♥❣❡ ❣❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡
❋r❛❣❡ ❦❛♥♥ ❜❡❛♥t✇♦rt❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ③✉ ✺✵✪ ❞✐❡ ❞❡❢❡❦t❡ ❑✉❣❡❧ ❡①♣❧♦❞✐❡rt✳ ◆✐♠♠t ❞❛s
◗✉❛♥t ❛❧s♦ ❞❡♥ ❲❡❣ ③✉ ❤❡✐❧❡♥ ❑✉❣❡❧✱ ❣❡s❝❤✐❡❤t ♥✐❝❤ts✱ ♠❛♥ ✇❡✐ÿ ✇❡❧❝❤❡r ❲❡❣ ❣❡♥♦♠♠❡♥
✇✉r❞❡✳ ❊①♣❧♦❞✐❡rt ❞✐❡ ❞❡❢❡❦t❡ ❑✉❣❡❧✱ s♦ ✇❡✐ÿ ♠❛♥✱ ❞❛s ❚❡✐❧❝❤❡♥ ❤❛t ❞✐❡s❡♥ ❲❡❣ ❣❡♥♦♠✲
♠❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❲❲✲❋r❛❣❡ ❜❡❛♥t✇♦rt❡t ✇✉r❞❡✱ ✐st ❦❡✐♥❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ③✉ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ ✇✐r
❞❛s ❚❡✐❧❝❤❡♥♠♦❞❡❧❧ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳ ▲❡❣❡♥ ✇✐r ❥❡❞♦❝❤ ③✇❡✐ ❤❡✐❧❡ ❑✉❣❡❧♥ ✐♥ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❡♥❣ä♥❣❡✱
✐st ❞✐❡ ❲❲✲❋r❛❣❡ ♥✐❝❤t ❜❡❛♥t✇♦rt❜❛r✳ ❉❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss ❦❡✐♥ ❑♥❛❧❧❡r ③❡✐❣❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡❧❝❤❡♥
❲❡❣ ❞❛s ❡✐♥③❡❧♥❡ ◗✉❛♥t ❣❡♥♦♠♠❡♥ ❤❛t✱ ❦♦♠♠t ❡s ③✉r s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❛s
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◗✉❛♥t ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❩✇✐s❝❤❡♥③✉st❛♥❞✳ ❊s ✐st s♦✇♦❤❧ ❛✉❢ ❞❡♥ ❡✐♥❡♠ ❙tr❛❤❧❡♥✲
❣❛♥❣ ✈❡rtr❡t❡♥✱ ❛❧s ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❞❡♠ ❛♥❞❡r❡♥✳ ❊✐♥ ■♥t❡r❢❡r❡♥③❜✐❧❞ ❡♥tst❡❤t✱ ❞❡♥♥ ❞❛s ◗✉❛♥t
❜❡❤ä❧t ♠❡❤r❡r❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡♥ ❲❡❣ ③✉ ✇ä❤❧❡♥✳ ❙♦❜❛❧❞ ♠❛♥ ❥❡❞♦❝❤ ❡✐♥❡♥ ❇❡♦❜✲
❛❝❤t❡r ❡r❣ä♥③t✱ ❣❡❤t ❞✐❡ ❙✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡r❧♦r❡♥ ✭s✐❡❤❡ ●❡❞❛♥❦❡♥❡①♣❡r✐♠❡♥t ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r✬s
❑❛t③❡✮✳

✼ P❤②s✐❦ ❞❡r ❆t♦♠❤ü❧❧❡

✼✳✶ ❉❡r ❋r❛♥❝❦✲❍❡rt③✲❱❡rs✉❝❤

❉❡r ❋r❛♥❝❦✲❍❡rt③✲❱❡rs✉❝❤ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣
❞❡r ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s ✈♦♥ ❆t♦♠❡♥✳ ❇❡✐♠ ❋r❛♥❝❦✲❍❡rt③✲❱❡rs✉❝❤
✇❡r❞❡♥ ❣❛s❢ör♠✐❣❡ ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r❛t♦♠❡ ♠✐t ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❜❡✲
s❝❤♦ss❡♥✳ ❩✉❡rst ✇✐r❞ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❋r❛♥❝❦✲❍❡rt③✲❘ö❤r❡
❡r❤✐t③t ✭❝❛ ✶✽✵◦❈✮ ✉♠ ❞✐❡ ❍❣✲❆t♦♠❡ ✐♥ ❞❡♥ ❣❛s❢ör♠✐❣❡♥
❩✉st❛♥❞ ③✉ ❜r✐♥❣❡♥✳ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❑❛t❤♦✲
❞❡ ❛✉s ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ●✐tt❡r❛♥♦❞❡ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✳ ❍✐♥✲
t❡r ❞❡r ●✐tt❡r❛♥♦❞❡ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❣❡❧❛❞❡♥❡
❆✉✛ä♥❣❡r♣❧❛tt❡✱ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ❜✐s ③✉ ✐❤r ❞✉r❝❤✲
❞r✐♥❣❡♥ ❛❜stöÿt✳ ❉✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ✈♦♥ ❞❡r
♣♦s✐t✐✈❡♥ ●✐tt❡r❛♥♦❞❡ ❛✉❢❣❡❢❛♥❣❡♥✳ ❇❡✐ ❤♦❤❡♥ ❇❡s❝❤❧❡✉✲
♥✐❣✉♥❣ss♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ü❜❡r✇✐♥❞❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ✈✐❡❧❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥
❞❛s ❋❡❧❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ●✐tt❡r❛♥♦❞❡ ✉♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡r ❆✉✛ä♥✲
❣❡r♣❧❛tt❡✳ ❙✐❡ ♣r❛❧❧❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ P❧❛tt❡ ✉♥❞ ❞❡r ❡♥tst❡❤❡♥✲
❞❡ ❙tr♦♠ ✇✐r❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ▼❡ss❣❡rät r❡❣✐str✐❡rt ✭❆✉✛ä♥✲
❣❡rstr♦♠✮✳ ❇❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ♥✉♥ ❣❛s❢ör♠✐❣❡ ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r❛t♦✲
♠❡ ✐♥ ❞❡r ❘ö❤r❡✱ s✐♥❦t ❛❜ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣s✲
s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡ r❛♣✐❞❡ ❛❜✳ ❉r❡❤t ♠❛♥ ✇❡✐✲
t❡r ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛✉❢✱ st❡✐❣t ❛❜ ❡✐♥❡r ❣❡✇✐ss❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣
❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡ ❛✉❢ ▼❛①✐♠❛❧✇❡rt❡✱ ❜❡✈♦r s✐❡ ✇✐❡❞❡r r❛✲
♣✐❞❡ ❛✉❢ ▼✐♥✐♠❛ ❛❜❢ä❧❧t✳ ■♥ ❞❡r ❘ö❤r❡ ❜✐❧❞❡♥ s✐❝❤ ❆♥✲
r❡❣✉♥❣s③♦♥❡♥ ❛✉s ♥✐❝❤t s✐❝❤t❜❛r❡♠ ❯❱✲▲✐❝❤t✳ ❏❡ ❤ö❤❡r
❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ss♣❛♥♥✉♥❣✱ ✉♠s♦ ♠❡❤r ❆♥r❡❣✉♥❣s③♦♥❡♥ ❡♥tst❡❤❡♥✳ ❙✐❡ ✇❛♥❞❡r♥ ✐♠✲
♠❡r ✇❡✐t❡r ③✉r ●❧ü❤❦❛t❤♦❞❡✳

❉✐❡ ❯❱✲❊rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡♠✐♥✐♠❛ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ❡r❦❧är❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡
❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐❤r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛♥ ❞✐❡ ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r❛t♦♠❡ ❞✉r❝❤ ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ ✉♥❡❧❛st✐s❝❤❡ ❙töÿ❡
❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❉❛♥❛❝❤ ❤❛❜❡♥ s✐❡ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❣❡♥✉❣ ❊♥❡r❣✐❡✱ ❞❡♥ ❆✉✛ä♥❣❡r♣❧❛tt❡ ③✉
❡rr❡✐❝❤❡♥✱ ❡s ✇✐r❞ ✇❡♥✐❣❡r ❙tr♦♠ r❡❣✐str✐❡rt✳ ❊s ❢ä❧❧t ❛✉❢✱ ❞❛ss ❡s ♥✉r ❜❡✐ ❣❛♥③ ❜❡st✐♠♠t❡♥
❙♣❛♥♥✉♥❣s✇❡rt❡♥✱ ❛❧s♦ ❊♥❡r❣✐❡✇❡rt❡♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❙tr♦♠stär❦❡❛❜❢❛❧❧ ❦♦♠♠t✳ ❉✐❡ ◗✉❡❝❦s✐❧✲
❜❡r❛t♦♠❡ ♥❡❤♠❡♥ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ♥✉r ❞✐s❦r❡t❡✱ ❛❧s♦ ❣❡q✉❛♥t❡❧t❡ ❊♥❡r❣✐❡✇❡rt❡ ❛✉❢✳ ❍❛❜❡♥ ❞✐❡
❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ♥✐❝❤t ❣❡♥✉❣ ❊♥❡r❣✐❡✱ ✉♠ ❞✐❡s❡ ❲❡rt❡ ③✉ ❡r❢ü❧❧❡♥✱ ❦♦♠♠t ❡s ♥✐❝❤t ③✉ ✉♥❡❧❛st✐✲
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s❝❤❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ③✉ ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❙töÿ❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛❞✉r❝❤ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t s✐♥❞✱ ❞❛ss
❡s ③✉ ❦❡✐♥❡r ❊♥❡r❣✐❡❛❜❣❛❜❡ ❦♦♠♠t ✭❞❛s ❊❧❡❦tr♦♥ ♣r❛❧❧t ❣❡❣❡♥ ❡✐♥ ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r❛t♦♠ ✉♥❞
♥✐♠♠t s❡✐♥❡ ❣❡s❛♠t❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐❡❞❡r ♠✐t✮✳ ❊r❤ö❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ss♣❛♥♥✉♥❣
✇❡✐t❡r✱ s♦ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❣❡♥✉❣ ❊♥❡r❣✐❡✱ ✉♠ ♠❡❤r❡r❡ ✉♥❡❧❛st✐s❝❤❡ ❙töÿt❡ ❞✉r❝❤✲
③✉❢ü❤r❡♥✳ ❙✐❡ ♣r❛❧❧❡♥ ❣❡❣❡♥ ❡✐♥ ❆t♦♠✱ ❣❡❜❡♥ ✐❤r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜✱ ✇❡r❞❡♥ ✇✐❡❞❡r ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t
✉♥❞ ♣r❛❧❧❡♥ ✇✐❡❞❡r ❣❡❣❡♥ ❡✐♥ ❆t♦♠ ✉♥t❡r ❊♥❡r❣✐❡❛❜❣❛❜❡✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❡♥tst❡❤❡♥ ❜❡✐ ❤ö❤❡r❡r
❙♣❛♥♥✉♥❣ ✭❂❊♥❡r❣✐❡✮ ✐♠♠❡r ♠❡❤r ❆♥r❡❣✉♥❣s③♦♥❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ s❝❤♦♥ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r
❦✉r③❡♥ ❙tr❡❝❦❡ st❛r❦ ❣❡♥✉❣ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t ✇✉r❞❡♥✱ ✉♠ ❊♥❡r❣✐❡ ❛❜③✉❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ▼✐♥✐♠❛ ✐♠
❙tr♦♠stär❦❡✲❙♣❛♥♥✉♥❣s✲❉✐❛❣r❛♠♠ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✇❡rt❡ ❛♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❡s ③✉ ❞❡♥
♠❡✐st❡♥ ✉♥❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❙töÿ❡♥ ❦♦♠♠t✳ ◆✐❝❤t ❛❧❧❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤ ❜❡s❝❤❧❡✉♥✐❣t✱
✇♦❞✉r❝❤ s✐❝❤ ✐❤r❡ ❊♥❡r❣✐❡✇❡rt❡ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆♥ ❞❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ ❞❡r ▼✐♥✐♠❛ ❤❛❜❡♥
❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ ♠❡✐st❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❞✐❡ r✐❝❤t✐❣❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞✉r❝❤ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❡r❢❛❤r❡♥✱ ✇♦✲
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✇❡♥✐❣st❡♥ ③✉r ❆✉✛ä♥❣❡r♣❧❛tt❡ ❞✉r❝❤❦♦♠♠❡♥✳ ❊s ♠✉ss ❡❜❡♥s♦ ♥✐❝❤t ③✇✐♥❣❡♥❞
③✉ ❙töÿ❡♥ ❦♦♠♠❡♥✳ ❊✐♥③❡❧♥❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛s ❆t♦♠❣❡✇✐rr ❞✉r❝❤❞r✐♥❣❡♥✱ ♦❤♥❡ ❛♥
❡✐♥ ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r❛t♦♠ ❣❡st♦ÿ❡♥ ③✉ s❡✐♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ st❡✐❣t ❞✐❡ ❙tr♦♠stär❦❡ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡♥ ▼✐♥✐✲
♠❛ ❦♦♥t✐♥✉❡r❧✐❝❤ ❛♥✳ ❉✐❡ ▼❛①✐♠❛ s✐♥❞ ❖rt❡✱ ❛♥ ❞❡♥❡♥ ❡s ③✉ ❞❡♥ ✇❡♥✐❣st❡♥ ✉♥❡❧❛st✐s❝❤❡♥
❙töÿ❡♥ ❦♦♠♠t✱ ❞❛ ❤✐❡r ❢❛st ❦❡✐♥❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❞✐❡ ♥öt✐❣❡ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉r ❆♥r❡❣✉♥❣ ❞❡r ◗✉❡❝❦✲
s✐❧❜❡r❛t♦♠❡ tr❛❣❡♥✳

❉❛s ❯❱✲▲❡✉❝❤t❡♥ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s③♦♥❡♥ ❦♦♠♠t ❞❛❞✉r❝❤ ③✉st❛♥❞❡✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ✉♥❡❧❛s✲
t✐s❝❤❡♥ ❙t♦ÿ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❊❧❡❦tr♦♥✱ ❡✐♥ ❙❝❤❛❧❡♥❛t♦♠ ❞❡s ❆t♦♠s ❛✉❢ ❡✐♥ ❤ö❤❡r❡s ◆✐✈❡❛✉
❣❡❤♦❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡♥ ❱♦r❣❛♥❣ ♥❡♥♥t ♠❛♥ ◗✉❛♥t❡♥s♣r✉♥❣✳ ❊s ❣✐❜t ♥✉r ❞✐s❦r❡t❡✱ ❛❧s♦ ❡r✲
❧❛✉❜t❡ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s✱ ❛✉❢ ❞✐❡ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❞❡r ❆t♦♠❡ ❡✐♥❡♥ ◗✉❛♥t❡♥s♣r✉♥❣ ❛✉s❢ü❤r❡♥
❞ür❢❡♥✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠ ❡✐♥ ❆t♦♠ ❛♥③✉r❡❣❡♥ ♠✉ss ❣❡♥❛✉ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ◆✐✈❡❛✉
③✉♠ ♥ä❝❤st❡♥ ◆✐✈❡❛✉ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❆t♦♠❡ ✐st ❣❡q✉❛♥t❡❧t✳ ❉✐❡s❡r ❛♥❣❡❤♦✲
❜❡♥❡ ❩✉st❛♥❞ ✐st ♥✉r ❢ür ❡✐♥❡♥ ❡①tr❡♠ ❦✉r③❡♥ ▼♦♠❡♥t ❡①✐st❡♥t ✭❝❛✳ 10−8s ❧❛♥❣✮✳ ❉❛♥❛❝❤
s♣r✐♥❣t ❞❛s ❊❧❡❦tr♦♥ ✇✐❡❞❡r ❛✉❢ ❡✐♥ ✉♥t❡r❡s ◆✐✈❡❛✉✳ ❉❛③✉ ♠✉ss ❡s ❛❜❡r ③✉r ❊♥❡r❣✐❡❛❜❣❛❜❡
❦♦♠♠❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✇✐r❞ ❛❧s P❤♦t♦♥ ✭❤✐❡r ✐♠ ❯❱✲❇❡r❡✐❝❤✮ ❡♠✐tt✐❡rt✳

✼✳✷ ◗✉❛♥t❡♥❤❛❢t❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ✉♥❞ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✲ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛t❛

❲✐r ❤❛❜❡♥ ❛♠ ❋r❛♥❝❦✲❍❡rt③✲❱❡rs✉❝❤ ❣❡s❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❆t♦♠❡ ❛❧s ❡✐♥❡ ❆rt ✏❑✉r③③❡✐t❡♥❡r❣✐❡✲
s♣❡✐❝❤❡r ✏❢✉♥❣✐❡r❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❲✐r ♦r❞♥❡♥ ✐❤♥❡♥ ❞✐s❦r❡t❡ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s ③✉✳ ❉❡r ✉♥t❡rst❡
❩✉st❛♥❞ ✇✐r❞ ❛❧s ●r✉♥❞③✉st❛♥❞ E1 ♦❞❡r W1 ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ♦❢t ③✉ ✵ ❡❱ ❣❡s❡t③t✳ ❉❡r
●r✉♥❞③✉st❛♥❞ ✐st st❛❜✐❧✳ ❊✐♥ ❤ö❤❡r❡r ❩✉st❛♥❞ ✇✐r❞ ♠✐t En ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❡r ❩✉st❛♥❞
♥❛❝❤ E1 ✐st E2 ✉s✇✳ ❉❛③✇✐s❝❤❡♥ ❜❡✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ❇❡r❡✐❝❤❡ ✉♥❡r❧❛✉❜t❡r ❊♥❡r❣✐❡③✉stä♥❞❡✱ ❞✐❡
❡✐♥ ❊❧❡❦tr♦♥ ♥✐❝❤t ❡✐♥♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥ ✉♥❞ ❞❛r❢✳
❊✐♥❡♥ ◗✉❛♥t❡♥s♣r✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❩✉stä♥❞❡♥ ❢ü❤rt ❞❛s ❊❧❡❦tr♦♥ ❞❛♥♥ ❛✉s✱ ✇❡♥♥ ❡s ❞✐❡
❊♥❡r❣✐❡❞✐✛❡r❡♥③ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❙t♦ÿ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❊❧❡❦tr♦♥✱ ❡✐♥❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ P❤♦✲
t♦♥ ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡♥ ❆rt❡♥ ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡③✉❢✉❤r ③✉❣❡t❡✐❧t ❜❡❦♦♠♠t✳ ❉❡r ❛♥❣❡r❡❣t❡ ❩✉st❛♥❞
✐st s❡❤r ❦✉r③✇❡✐❧✐❣ ✉♥❞ r❡❣t s✐❝❤ s❝❤♥❡❧❧ ✇✐❡❞❡r ❛❜✳ ❊s ✇✐r❞ ❡✐♥ P❤♦t♦♥ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ❊♥❡r✲
❣✐❡ ❡♠✐tt✐❡rt✳ ❊s ❜❡✐ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙t♦✛❡♥ ❛✉❝❤ ③✉ ❙♣rü♥❣❡♥ ü❜❡r ♠❡❤r❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s
❦♦♠♠❡♥✳ ❊❜❡♥s♦ ❦❛♥♥ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥s♣r✉♥❣ ③✉rü❝❦ ü❜❡r ♠❡❤r❡r❡ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❩✉stä♥❞❡ ✉♥t❡r
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❊♠✐tt✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ♠❡❤r❡r❡♥ P❤♦t♦♥❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤st❡r ❊♥❡r❣✐❡♥✱ ❛❧s♦ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❡r✲
❢♦❧❣❡♥✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ❡♠✐tt✐❡rt❡♥ P❤♦t♦♥❡♥ ✐st W = h · f ✳ ❉✐❡ ❆✉❢♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡
♥❡♥♥t s✐❝❤ ❆❜s♦r♣t✐♦♥✳

✼✳✸ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③ ✉♥❞ P❤♦s♣❤♦r❡s③❡♥③

❆❧s ❋❧♦✉r❡s③❡♥③ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ▲✐❝❤t❡♠✐ss✐♦♥ ❦❛❧t❡r ❑ör♣❡r✱ ❛♥❣❡r❡❣t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❣❡✲
str❛❤❧t❡ P❤♦t♦♥❡♥ ♦❞❡r ❞✉r❝❤ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥stöÿ❡✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉r s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ✏❘❡s♦♥❛♥③✲
✢♦✉r❡s③❡♥③ ✏❦ö♥♥❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❋❧♦✉r❡s③❡♥③ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ✈✐❡❧❡ ◗✉❛♥t❡♥s♣rü♥❣❡ ü❜❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡
◆✐✈❡❛✉s st❛tt✜♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ❛❜s♦r❜✐❡rt❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✇✐r❞ s♦③✉s❛❣❡♥ ✏③❡rstü❝❦❡❧t ✏✳
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✼✳✹ ❘❡s♦♥❛♥③❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♠✐t ◆❛tr✐✉♠

✼✳✺ ❇❛❧♠❡r✲❋♦r♠❡❧ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ❊♥❡r❣✐❡❞✐✛❡r❡♥③❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐
❩✉stä♥❞❡♥ ✈♦♥ ❆t♦♠❡♥ ✇❡♥✐❣❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥

✼✳✻ ❉❡r ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡ ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❘ö♥t❣❡♥s♣❡❦tr✉♠s

✼✳✼ ❉❡r ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ P♦t❡♥t✐❛❧t♦♣❢ ✭◗✉❛♥t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s✮

✼✳✽ ❖r❜✐t❛❧❡ ❜✐s ♥❂✷ ✭❖r❜✐t❛❧❡ ❛❧s ✸❉✲❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❛✉s
❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥✮

✼✳✾ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✿ ❍❡✲◆❡✲▲❛s❡r

✽ P❤②s✐❦ ❞❡s ❆t♦♠❦❡r♥❡s

✽✳✶ ❉❛s ❩❡r❢❛❧❧s❣❡s❡t③ ✲ ❆❜❦❧✐♥❣♣r♦③❡ss❡

✽✳✷ ❉❛s ●❡✐❣❡r✲▼ü❧❧❡r✲❩ä❤❧r♦❤r

✽✳✸ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ◆❛t✉r ❞❡r ❙tr❛❤❧✉♥❣

✽✳✹ ❆rt❡♥ ✈♦♥ ❙tr❛❤❧✉♥❣ ✲ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥

✽✳✺ ❩❡r❢❛❧❧sr❡✐❤❡♥ ✲ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ◆✉❦❧✐❞❦❛rt❡

✽✳✻ ▼❛ss❡♥❞❡❢❡❦t

✽✳✼ ❉❡r ❍❛❧❜❧❡✐t❡r❞❡t❡❦t♦r

✽✳✽ ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✈♦♥ α✲❙♣❡❦tr❡♥

✽✳✾ ❉❡r ❚✉♥♥❡❧❡✛❡❦t

✽✳✶✵ ❊✐♥s❛t③ ✈♦♥ ❘❛❞✐♦♥✉❦❧✐❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ▼❡❞✐③✐♥
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